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PREFACE.

Les progres réalisés depuis quelques années dans la théorie des fonctions ana-
lytiques ont fait ressortir combien sont toujours fécondes et efficaces les méthodes
ingénieuses créées par Cauchy, parmi lesquelles il convient de citer en premier
lieu le Calcul des résidus. Il n’est donc pas sans intérét de revenir maintenant sur
ce Calcul classique et d’étudier systématiquement le role qu’il joue dans la théorie
des fonctions proprement dite. C’est ce que nous avons taché de faire dans ce petit
Livre, en vue de faciliter dans une certaine mesure 1'accés des parties modernes
de I’Analyse.

Dans le premier Chapitre, nous passons rapidement en revue les principes
et théoremes généraux dont nous aurons a faire usage, en cherchant d’ailleurs a
varier un peu ce sujet tant de fois exposé. Ayant fait une étude détaillée des travaux
de Cauchy, y compris quelques Mémoires peu répandus que M. Mittag-Leffler a
généreusement mis a notre disposition, nous avons tenu a relever les dates et a faire
ressortir la portée de ses découvertes, ce qui nous a paru d’autant plus nécessaire
qu’on rencontre souvent, dans la littérature, des indications assez peu exactes a ce
sujet.

Le deuxieme Chapitre contient diverses applications du Calcul des résidus,
dues pour la plupart a Cauchy. Cependant les limites restreintes imposées a cet
Ouvrage ne nous ont permis de donner qu’une idée trés imparfaite du parti que
Cauchy avait tiré lui-méme de son Calcul. Parmi les applications faites par lui qui
n’ont pu trouver place dans ce Chapitre, nous devons signaler surtout la méthode
qu’il a employée pour obtenir des séries analogues a celle de Fourier, méthode dont
on trouve une tres belle exposition au Tome II du Traité d’Analyse de M. Picard.

Le troisieme Chapitre est consacré aux formules sommatoires. Le Calcul des
résidus, appliqué systématiquement, permet de rattacher toutes ces formules, avec
leurs conséquences multiples, a un méme principe simple et naturel, et contribue
ainsi a mettre plus d’ordre et d’unité dans cette partie si intéressante de 1’Analyse.

Comme application de ces formules, nous en déduisons, au quatrieme Chapitre,
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une grande partie des expressions et des développements trouvés, a différentes
époques et par différentes méthodes, pour la fonction gamma et pour la fonction
de Riemann. Ce Chapitre contient aussi quelques résultats nouveaux relatifs a la
série de Stirling.

Enfin, au dernier Chapitre, nous donnons un apercu de quelques résultats
modernes relatifs au prolongement analytique et a 1’étude asymptotique des fonc-
tions définies par un développement de Taylor, en insistant surtout sur certains
théorémes généraux riches en applications et qui semblent présenter un caractere
définitif. Ici encore nous avons di étre assez bref et laisser de c6té bien des ques-
tions intéressantes, mais nous espérons néanmoins que notre exposition ne sera
pas sans utilité pour ceux qui désirent approfondir le sujet.

Nous tenons & exprimer ici nos vifs remerciments a M. Emile Borel, qui nous a
invité a écrire ce Livre et qui, ensuite, en revoyant les épreuves, a bien voulu nous
assister de ses précieux conseils.

Helsingfors, le 13 novembre 1904.
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LE

CALCUL DES RESIDUS

ET SES APPLICATIONS

A LA THEORIE DES FONCTIONS.

CHAPITRE L.

PRINCIPES ET THEOREMES FONDAMENTAUX.

1. Soient deux fonctions réelles des variables réelles x, y, u(x, y) et v(x, y),
continues et uniformes dans un domaine connexe T, ainsi que leurs dérivées du
premier ordre, et vérifiant les relations

du _ dv Ju  dv

(1) x - @1 a_y - _al

pour tout point de ce domaine. On dit que l'expression

(2) f(z) = u(x,y) +iv(x,y)

représente une fonction analytique de la variable complexe z = x + iy qui est holomorphe
dans le domaine T.
Désignons par Au, Av les accroissements que prennent u(x, i), v(x, y) lorsqu’on

passe d'un pointx, y de T a un point voisin x+Ax, y+Ay, et posons h = /Ax? + Ay?;
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on obtient aisément, en se servant des relations (1),

, du .Jv .
Au+iAv = (ﬂ + 15) (Ax +iAy) + h(h),

ou bien, en posant Az = Ax +iAy, d’ot|Az| = h,

flz+ Az) - f(z) = (g—z + zg—Z) Az + Az (Az),

(h), (Az) tendant vers zéro avec h, Az. La derniere égalité nous apprend que Ia
fonction f(z) admet, pour chaque point du domaine T, une dérivée UNIQUE

’ du .dv
f@ = ax " lox’
qui reste continue dans T.

Inversement, étant donnée une fonction quelconque de z, continue et uniforme
dans T et admettant, en chaque point de ce domaine, une dérivée unique qui y
reste continue, on constate immédiatement qu’elle peut se mettre sous la forme (2),
u(x, y) et v(x, y) jouissant des propriétés énoncées au début : ¢’est donc une fonction
analytique de z, holomorphe dans le domaine T.

Cette seconde définition met en évidence que, si f(z) et ¢(z) sont des fonctions
analytiques, holomorphes dans un domaine donné, il en est de méme de leurs
somme, différence et produit, ainsi que de leur quotient, si le dénominateur ne
s’annule pas dans le domaine.

2. Il nous semble commode de rattacher les propriétés fondamentales des
fonctions analytiques au théoréme suivant :

Toute fonction analytique f(z), uniforme et holomorphe dans un domaine T a connexion
simple, est la dérivée d'une autre fonction F(z) jouissant des mémes propriétés. Cette
fonction intégrale F(z) est déterminée a une constante additive pres.

En posant F(z) = U(x,y) + 1 V(x, y), la condition donnée : F'(z) = f(z), ou bien
dF(z) = f(z) dz, entraine les deux suivantes :

dU = udx —vdy,
(3)

dV =vdx +udy.

On est donc ramené a démontrer 1’existence, dans le domaine T, d"une fonction
intégrale continue et uniforme d’une différentielle totale

(4) M(x, y)dx + N(x,y) dy,
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les expressions M(x, y) et N(x, y) étant elles-mémes continues et uniformes dans T,
ainsi que leurs dérivées premieres, et vérifiant en chaque point de ce domaine la
condition d’'intégrabilité
IMx,y) _ IN(, y)
dy  ox

On voit d’abord que, s’il existe deux fonctions intégrales jouissant des pro-
priétés indiquées, leur différence se réduira nécessairement a une constante. En
effet, les dérivées de cette différence étant nulles en chaque point de T, elle gardera
une valeur constante sur tout segment de droite intérieur a T et parallele a 1'un
ou l'autre des axes de coordonnées. Or deux points pris arbitrairement dans T
peuvent toujours étre reliés par une ligne composée de semblables segments.

Ayant fixé a l'intérieur de T un point x, 1o, imaginons que, pour atteindre un
autre point x, y du méme domaine, on chemine de x, i, parallelement a ’axe des x
jusqu’au point x, vy, puis parallelement a ’axe des y jusqu’au point considéré x, y.
Cette ligne brisée sera comprise tout entiére dans T si I'on suppose le point x, y
intérieur a une certaine portion de ce domaine que nous désignerons par Tj.

Cela posé, en admettant qu’il existe une fonction continue et uniforme dont la
différentielle totale soit égale a (4) et qui, au point xo, o, se réduise a une constante
donnée A, la valeur de cette fonction en un point quelconque x, y du domaine T
sera évidemment représentée par I'expression

X y
Folx, y) = A+ f M(x, yo) dx + N(x,y)dy,
X0 Yo

obtenue en ajoutant a la valeur initiale A les accroissements que prendra la fonction
intégrale sur chacun des deux segments rectilignes qui relient les points x, y, et
X, Y.

Inversement, ayant formé I'expression ci-dessus, on constate immédiatement
qu’elle définit, dans le domaine T, une fonction intégrale continue et uniforme de
la différentielle (4). En effet, la chose est évidente pour ce qui concerne 1'uniformité
et la continuité et, en différentiant, on trouve de suite

dFo(x,v) B
T - N(xr y)/

puis, en utilisant la condition d’intégrabilité,
dFo(x,y) YON YoM |
— = M(x, yo) + jy; gdy = M(x, yo) +f wdy = M(x, y).

Yo
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Le domaine T), ot est définie I'expression Fy(x, y), s’obtient en menant dans T
certaines coupures paralléles a I’axe des y (dans la figure ci-dessous, o1 Py désigne
le point x, yo et ot T est I'aire couverte de hachures, ce sont les coupures AA’, BB’
et CC’). Le domaine T étant, par hypothese, a connexion simple, chacune de ces
coupures en séparera une portion otl, jusqu’a présent, la fonction intégrale n’est
pas définie.

Fig. 1.

A Vintérieur de Ty, choisissons maintenant un point x;, y; distinct de x, yo
(dans la figure c’est le point P;), et formons "expression

X y
Fi(x,y) = Fo(x1,11) + f M(x, y1) dx + N(x,y)dy,
X1 n

analogue a Fy(x, y) et prenant la méme valeur que cette expression au point x;, y;.
En raisonnant comme ci-dessus, on démontre que F;(x, v) représente une fonction
intégrale continue et uniforme de la différentielle (4) dans une certaine portion T;
du domaine T, qui aura en commun avec T une aire Tj;, comprenant le point
X1, Y1.

Jedis qu'on a Fi(x, y) = Fo(x, y) pour tout point de l'aire T ;. En effet, d’apres ce
que nous avons dit plus haut, la différence des expressions F; et Fy gardera dans
cette aire une valeur constante, et, comme elles prennent la méme valeur au point
X1, Y1, cette valeur constante est 0.

Or, si l'on a choisi convenablement le point x;, y1, le domaine T; renfermera
aussi certaines aires extérieures a T et qui en sont séparées par 1"'une des coupures
(dans la figure, c’est 'aire comprise entre CC’ et DD’). L'expression Fy(x, y) sert
alors a prolonger la fonction intégrale au dela des limites du domaine T, ot elle
était définie primitivement.
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En continuant ce procédé, on pourra étendre de proche en proche le domaine
d’existence de la fonction intégrale et, par un choix convenable des points xo, v ;
X1,Y1; ..., 0N arrivera méme, en général, a représenter cette fonction, dans tout le
domaine T, par un nombre fini d’expressions Fy(x, y), Fi(x,y), .... Il n’en est plus
ainsi dans les cas ou le contour de T présente des singularités d'un certain genre,
mais cela a peu d'importance, car, dans la suite, nous resterons essentiellement
dans l'intérieur de ce domaine.

En retournant maintenant aux conditions (3), nous pouvons affirmer qu’elles
définissent dans le domaine T des fonctions continues et uniformes U(x, y), V(x, y),
déterminées a des constantes additives pres, et, par suite, 'expression

F(z) = U(x,y) +iV(x,y)

nous donne bien une fonction intégrale de f(z), uniforme et holomorphe dans le
domaine donné et renfermant une constante arbitraire.

3. Prenons a l'intérieur du domaine T deux points quelconques, zy = xp +
iyo et z = x + iy, et joignons-les par un chemin continu S, n"ayant aucun point
commun avec le contour de T'; puis choisissons sur ce chemin une suite de points,
21, 22, .., Zn, € succédant dans la direction de zj a z. On appelle intégrale définie de
la fonction f(z), prise le long du chemin S de zy a z, et 1’on dénote par

f " fodz
Zo(S)

la limite vers laquelle tend la somme

Y fe)@a-z) (@ =2),
0

lorsque 7 croit indéfiniment, en méme temps que la distance entre deux points
consécutifs z, quelconques tend vers zéro.
Or, en posant z, = x, + iy, u, = u(x,,y,), v, = v(x,, y,), la somme en question
s’écrit
n

Z[uv(xm = %,) = 0y (Yo1 — Y)| + iZ[Uv(xv+1 = %) + 1 (Yot = )|
0

0

et, lorsque n augmente indéfiniment, cette expression tend vers la limite

X, Y X, Y
f (udx—vdy)+if (vdx +udy),

0.Y0(S) x0,40(S)
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laquelle, en vertu des égalités (3), se réduit a son tour a

U(x, y) - U(xo, yo) + i [V(x,y) = V(xo, o),

c’est-a-dire a F(z) — F(zp). Toutes ces conclusions découlent immédiatement de
la notion d’intégrale curviligne, si 'on admet que le chemin S se compose d'un
nombre fini d’arcs de courbes continues a tangente continue, hypothese qui suffit
completement aux besoins de la théorie des fonctions.

Nous avons donc trouvé

(5) f(z)dz = F(z) — F(zo),

z0(S)

et cette égalité renferme deux résultats d’une importance capitale : comme le
second membre ne dépend que des limites z; et z de l'intégrale, il en résulte
d’abord que :

L'intégrale f f(z)dz, prise entre des limites fixes, ne change pas de valeur, de quelque

maniere qu’on fasse varier le chemin d’intégration, a condition que ce chemin reste con-
stamment intérieur a un domaine oit la fonction f(z) est holomorphe.

D’autre part, si les extrémités z; et z du chemin S se rapprochent jusqu’a se
confondre, le second membre de 1'égalité (5) tendra vers zéro, d’ot celle nouvelle
conclusion :

L'intégrale f f(z) dz s’évanouit toutes les fois qu’on prend pour chemin d’intégration

un contour fermé, compris dans un domaine simplement connexe ot la fonction f(z) est
holomorphe ().

(1) On rattache généralement ce théoréme a la formule

ON oM
fj;(g—a—y)dxdy—fc‘(de+Ndy),

les fonctions M(x, y) et N(x, y), ainsi que leurs dérivées premieres, étant continues et uniformes
dans le domaine T et sur son contour C.

Dans son Mémoire sur les intégrales définies de 1’année 1814 (CEuvres completes, série I, t. 1), Cauchy
s’est servi de cette formule dans le cas ol le domaine est un rectangle ou s’y rameéne par une
transformation bi-uniforme des coordonnées. C’est la méme méthode qu’a adoptée Kronecker
dans une Note insérée dans les Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1880, p. 688,
et qu’on trouve développée dans le Chapitre III de ses Legons sur les intégrales définies, publiées
par M. Netto.

D’autre part, on trouve dans le Mémoire sur les rapports qui existent entre le calcul des résidus et le calcul
des limites, que Cauchy avait présenté a 1’Académie de Turin le 27 novembre 1831 et dont un extrait
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Supposons maintenant la fonction f(z) uniforme et holomorphe dans un do-
maine T a connexion multiple, et soient C, C" des contours fermés, intérieurs a T et
pouvant se réduire 1'un a I'autre par une déformation continue, sans sortir jamais
de ce domaine. Je dis qu’on aura

f flz)ydz= | f(2)dz.
C c

En effet, si C et C’ se coupent, les parties de ces contours comprises entre deux
points d’intersection consécutifs correspondent a la méme valeur de l'intégrale

f f(z)dz, en vertu du théoreme de la page 6, d’ot1 résulte 1'égalité ci-dessus. Si les

courbes C et C’ sont intérieures 1'une a l’autre et si on les joint par une coupure,
les deux bords de celle-ci formeront avec lesdites courbes le contour complet d"un

domaine simplement connexe ol f(z) estholomorphe. L'intégrale f f(z) dz étendue

a ce contour est donc égale a zéro et, comme les parties de 1'intégrale relatives aux
deux bords de la coupure se détruisent, on en déduit bien I’égalité voulue. Donc :

Si la fonction f(z) est uniforme et holomorphe dans un domaine donné T a connexion
quelconque, l'intégrale f f(z)dz, étendue a un contour fermé situé dans T, garde une valeur
invariable lorsque ce contour se déforme d’une maniére continue, en restant constamment
intérieur a T.

4. Soient f(z) une fonction analytique, holomorphe dans un domaine T a
connexion simple, C une courbe fermée située dans T et ne se coupant pas elle-
méme, x un point intérieur a C et c un cercle de centre x et intérieur a C. Le théoreme

ci-dessus nous donne
[ f@
Z,
cZ—X

les contours C et ¢ étant parcourus tous deux dans le sens direct. Or, si 1’on pose
z —x = re'?, r étant le rayon du cercle ¢, cette derniere intégrale prendra la forme

27
if flx+re?)de,
0

d’ot1 I'on conclut qu’elle tend vers 27 f(x) lorsque r s’annule. Comme elle est,
d’autre part, indépendante de r, toujours en vertu du méme théoreme, sa valeur

assez étendu a été publié dans le Bulletin de Férussac, t. XVI, 1831, p. 116-128, une démonstration
du théoreme ci-dessus, fondée sur les mémes principes et parfaitement générale.

Enfin, dans une Note du 3 aofit 1846, intitulée Sur les intégrales qui s’étendent a tous les points d'une
courbe fermée ((Euvres, série |, t. X, p. 70), Cauchy a généralisé notablement les résultats qu’il avait
obtenus antérieurement.
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sera précisément 2mi f(x). Par suite, I'égalité ci-dessus nous donne la formule
fondamentale

(6) fx) = % fc Zf (_Zld

qui aura lieu pour tout point x intérieur a C.

On en conclut d’abord, par la définition méme de la dérivée, que la fonction f(x)
admet dans son domaine d’holomorphie des dérivées de tous les ordres et que
I'on a, a I'intérieur de C,

, f(z)dz
(7) f )() 27'(1£(Z )v+1

Prenons maintenant un point quelconque, 4, intérieur a C et distinct de x, et

posons
n—1

1 (x —a)" —ay* 1
Z—X z—a—(x—a) ZO:(Zx av” (;C—Z)z—x'

La formule (6) deviendra, en tenant compte de 1’égalité (7),

.
® =Y, E0-are L [ (2

0

_a)n f(2) ;

z—al z—X

Soient M le maximum de | f (z)| sur C, S la longueur totale de ce contour, R la
plus courte distance du pointa a C, R’ un nombre positif inférieur a R, et supposons
|x —al £ R’. Le dernier terme de 1'égalité ci-dessus aura son module inférieur a

MS (R’ )”

2n(R-R’)\R
et comme cette quantité s’annule lorsque 7 croit indéfiniment, on arrive a cette con-
clusion que, pour |x — a| £ R’, la fonction f(x) est représentée par son développement

de Taylor
O £)
=Y S0y ()
D

(") Voir Note 1.
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Comme R’ était un nombre quelconque inférieur a R et C un contour quel-
conque compris dans T, cette égalité subsiste dans le cercle de centre a et tangent
intérieurement au contour de T (}).

5. Passons au théoréme de Laurent. Nous supposons la fonction f(z) uniforme
et holomorphe a l'intérieur et sur le contour de la couronne comprise entre deux
cercles concentriques, C et ¢, de centre a. Prenons dans cette couronne un point
arbitraire, x, et joignons C et ¢ par une coupure ne passant pas par ce point. On
aura un domaine simplement connexe ot f(z) est holomorphe, contour compris,
et I’'on pourra donc appliquer la formule (6) en y étendant 1'intégrale au contour
complet de ce domaine. Or, comme f(z) est uniforme dans la couronne envisagée,
les intégrales relatives aux deux bords de la coupure se détruisent, de sorte que

nous trouvons
1 f(2) 1 f(2)
f(x)_Znij;z—de 2mi Cz—xdz'

les contours C et c étant tous deux parcourus dans le sens direct.
En raisonnant comme ci-dessus, on trouve d’abord pour tout point x intérieur au
cercle C,

1 (@

21 Joz—X

dz = i A, (x —a)’,
0

() Cauchy a établi pour la premiere fois ce théoreme dans son Mémoire sur la Mécanique céleste
et sur un nouveau calcul appelé Calcul des limites, qu'il présenta a 1’Académie de Turin le 11 octobre
1831, et dont un résumé fut inséré la méme année dans le Bulletin de Férussac, t. XV, p. 260-269. La
partie la plus importante de ce travail, qui marque un des plus grands progres qui aient jamais été
réalisés dans 1’Analyse, se trouve reproduite dans le Tome II des Exercices d’Analyse (1841).

Quant aux formules (6) et (7), il y avait longtemps que Cauchy les avait tirées du calcul des résidus,
dans le cas particulier oi1 le contour C se réduit a un cercle de rayon un. Voir, par exemple, Bulletin
de la Société Philomathique, 1822 ; Annales de Gergonne, t. XVII, p. 114, et un article de la premiere
année (1826) des Exercices de Mathématiques (CEuvres, série 11, t. VI, p. 270-271).

Drailleurs, ces formules avaient déja été remarquées par d’autres auteurs, notamment par Frullani
et Poisson, qui y étaient arrivés en partant de la série de Taylor. Mais, dans cet ordre d’idées, on
doit surtout citer Parseval, auteur peu connu de notre temps, mais dont les travaux vraiment
remarquables : Méthode générale pour sommer, par le moyen des intégrales définies, la suite donnée par
Lagrange, et Mémoire sur les séries et sur l'intégration complete d’une équation aux différences partielles
linéaires du second ordre, a coefficients constants (Mémoires présentés par divers savants, série |, t. 1, 1806)
ont exercé une grande influence sur les analystes du commencement du siecle dernier, et tout
particulierement sur Cauchy (voir, par exemple, (Euvres, série II, t. VI, p. 275).

Les remarques qui précédent pourront servir a compléter ou a corriger, sur différents points,
les intéressants articles que vient de publier M. Stickel sur I'histoire de la Théorie des fonctions
(Bibliotheca Mathematica, série Il1, t. I, p.109-128 et t. II, p. 111-121).
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avec
B L f(z)dz

V_27Ti L(Z—a)v+l.

En vertu du théoréme de la page 7, il est permis de prendre pour contour
d’intégration dans cette derniére intégrale, soit 1'une des circonférences C et c, soit
une courbe fermée quelconque, L, intérieure a C et enveloppant c, et ne se coupant
pas elle-méme.

D’autre part, en écrivant

1 1 v E-a)'t (z—ay 1
z—x x—-a-(z—a) — (x—a)’ +( )x

’
X—da —Z

et en observant que, si |[x — a| est supérieur au rayon du cercle ¢, l'intégrale

1 (ﬂ)”f(z) dz

2ni J\x—a/ x-z

s’évanouit pour 1 = oo, on trouve le développement

1 (f@ . _yv B
2mi Cz—xdz_zlt(x—a)v'

N

ou

©) B, = zim fL FE)z—-a)Vdz,

et qui reste valable pour tout point x extérieur au cercle c.
On aura, des lors, dans la couronne comprise entre C et c,

. = B
= AV - Y —VV/
(10) F(x) ZO: (x —a) +21: o

égalité qui constitue précisément le théoreme de Laurent.

6. Admettons, en particulier, que la fonction f(z) est uniforme et holomorphe
pour tout point du cercle C, excepté le centre a. Le raisonnement qui précéde restera
vrai quelque petit qu’on prenne le rayon du cercle ¢, et les valeurs des coefficients
A,, B, seront toujours les mémes. Dong, la fonction f(x) sera représentée par le
développement (10) pour tout point x intérieur a C et distinct du point a.
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Quant au caractere que présente la fonction f(x) dans le voisinage du point g,
deux cas sont a priori possibles : ou il existe un entier n tel que, dans le cercle C, le
module du produit (x — a)" f(x) reste inférieur a un nombre fini, M, ou bien un tel
entier n’existe pas.

Considérons d’abord le premier cas, et admettons que n est précisément le
plus petit entier satisfaisant a la condition indiquée. En faisant v = n + k et en
prenant pour contour d’intégration un cercle de centre a et de rayon 7, on déduit
de I’égalité (9)

Bkl < M7,
et, comme M r* s’annule avec, pour k = 1, tandis que les valeurs des coefficients B

ne dépendent pas de r, il en résulte que B,.+1 = B,+2 = --- = 0. Donc, le développe-
ment (10) ne comprend qu’'un nombre fini de termes a puissances négatives (*) :

_ n Bn—l Bl - v
f(x) = + + 4 _a+ZO‘AV(x—a).

B
(x—a)" (x—a)"" X

On aura d’ailleurs B, # 0, sans quoi le produit (x —a)" ' f(x) resterait fini dans
le voisinage du point 4, contrairement a ’hypothése.—On dit, dans ce cas, que le
point a est un pole d’ordre n pour la fonction f(x).

Inversement, si a est un pole de f(x), il existe évidemment un entier n jouissant
de la propriété indiquée plus haut. Donc, dans le cas ot un tel entier n’existe pas,
la partie fractionnaire du développement (10) comprendra une infinité de termes,
et réciproquement. Alors, le point a est dit point singulier essentiel pour la fonction
donnée.

Le coefficient B; de la premiére puissance négative dans le développement (10)
s’appelle le résidu de la fonction f(x) relatif au point singulier x = a (*). D’apres (9), on

a
1
b= 5 [ f@)

() Cf. CEuvres de Cauchy, série 1, t. XI, 1851, p. 384.

(*) Ce terme a été employé par Cauchy pour la premiére fois, a ce qu’il semble, dans un Mémoire
présenté a 1’Académie des Sciences le 28 décembre 1825 (voir p. XIII de 'analyse des travaux de
I’Académie pendant I'année 1825, par Fourier), puis dans les Exercices de Mathématiques. Mais la
notion de résidu est au fond identique a celle d’intégrale singuliere que Cauchy avait introduite dans
son Mémoire de 1814, et qui se trouve exposée avec beaucoup de précision dans ses Legons sur le
Calcul infinitésimal de I’année 1823 (CEuvres, série 11, t. IV 34° lecon).

Cauchy est bien des fois revenu sur les notions fondamentales du Calcul des résidus, cherchant a
les préciser et a les simplifier autant que possible. Voir, en particulier, CEuvres, série I, t. XI, 1851,
p- 306-314; t. X1I, 1855, p. 300-301 et 1857, p. 433—444.
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L étant un contour fermé simple intérieur a C et enveloppant le point 4. Si a est un
pole simple, on aura aussi cette autre définition :

By = lggg(x —a)f(x).

Remarquons encore que le résidu B; s’évanouit si f(z) est la dérivée d"une fonc-
tion qui reste uniforme dans le voisinage du point g, ce qui résulte immédiatement
de I'égalité (5), page 6.

7. Supposons maintenant la fonction f(x) holomorphe et uniforme dans la
région du plan qui est extérieure a un certain cercle c ayant1’origine comme centre.
On aura pour tout point de cette région

(1) fo=Y ax+ )y 2
0 1

avec . @ .
z

A = — dz,  B,==— 'z,

2mi Jp zv+1 z 27 ‘Ef(z)z :

L étant un contour fermé simple enveloppant le cercle c. En effet, en vertu du
théoréme de Laurent, cette égalité a lieu dans la couronne comprise entre ¢ et un
cercle concentrique C, enveloppant le contour L et d’ailleurs aussi grand qu’on
voudra.

Nous avons ici encore a distinguer deux cas :

Admettons d’abord qu’il existe un entier n tel que le module |z‘” f(z)| reste
inférieur a une limite finie, quelque grand que soit [z|, et soit d’ailleurs 7 le plus
petit entier satisfaisant a cette condition. On en conclut, par un raisonnement
analogue a celui dun®6, A,;1 = Ay = --- = 0, A, # 0, de sorte que x" est la
puissance la plus élevée de x qui figure dans le développement (11). On convient
de dire, dans ce cas, que le point a l'infini est pour f(x) un pole d’ordre n. Si, en
particulier, | f (z)| reste au-dessous d’une limite finie, & partir d"une certaine valeur
de |z, le développement (11) ne comprendra aucune puissance positive de x ; alors
la fonction f(x) est holomorphe a I'infini.

Dans le cas ou il n'existe pas d’entier n vérifiant la condition indiquée, le
développement (11) comprendra au contraire une infinité de termes a puissances
positives, et le point a I'infini est dit point singulier essentiel pour f(x).

On convient d’appeler résidu de la fonction f(x) relatif au point oo ’expression

1
%=%£WW,
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I'intégrale étant prise le long du contour L dans le sens indirect par rapport a
'origine ou, ce qui revient au méme, dans le sens direct par rapport au point co.
Remarquons que ce résidu est nul dans le cas oit le produit z f(z) tend uniformément vers

. zf (z)| < ¢, quelque petit qu'on se donne ¢,
est vérifiée dés que |z| dépassera une certaine limite finie. En effet, en prenant pour
contour L un cercle ayant 1’origine comme centre et dont le rayon est supérieur a
cette méme limite, on trouvera |B;| < ¢, d’ott il suit B; = 0.

8. Soit une fonction analytique f(z) qui, dans un domaine donné a connexion
simple, est uniforme et ne présente quun nombre fini de points singuliers, a1, a,
..., a4y, en étant d’ailleurs holomorphe sur le contour C de ce domaine. Entourons
les points a de petites courbes fermées, ¢y, cy, . . ., ¢, extérieures les unes aux autres
mais intérieures a C, et joignons chacune de ces courbes avec C par une coupure.
Un raisonnement analogue a celui du n° 5 nous donnera

1 =1
Z—W‘[Cf(z)dz:zl“z—mﬁf(z)dz,

tous les contours étant parcourus dans le sens direct. Or le second membre est égal
a la somme des résidus de la fonction f(z) relatifs a ses points singuliers intérieurs

5 1 NPT N VPSR TP,
zéro avec —, c'est-a-dire ot 'inégalité

au contour C, et, en désignant avec Cauchy cette somme par §, c( f (z)), on pourra
donc écrire 1'égalité précédente sous la forme

12 3 | f0d=& (16)

C’est la formule sur laquelle repose tout le calcul des résidus (*).

Dans le cas ot la fonction f(z) est uniforme et holomorphe dans la région
extérieure au contour C, le premier membre de (12) est égal au résidu de cette
fonction au point co pris avec le signe moins, d’ou cette proposition :

La somme de tous les résidus d’une fonction analytique, uniforme dans tout le plan et
n’ayant qu’un nombre fini de points singuliers, est égale a zéro.

Soit, en particulier, une fonction f(z), holomorphe dans tout le plan et dont le
module reste inférieur a une certaine quantité finie, quel que soit z, et considérons
I'expression

f@)

e

(!)Sous cette forme générale, la formule (12) a été établie par Cauchy dans le Mémoire du
27 novembre 1831 et publiée la méme année dans le Bulletin de Férussac (Cf. la note p. 7).
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x et y étant deux points distincts pris au hasard. Comme z F(z) tend uniformément
p 1 - S 1 fe p s oz ’ N

vers z€ro avec —, le résidu de F(z) a l'infini est égal a zéro, d’apres la remarque

faite page 12. En vertu de la proposition ci-dessus, il en est donc de méme de la

somme des résidus de F(z) relatifs aux points x et y et, comme cette somme s’écrit

f(x%];(y), il en résulte f(x) = f(y). Donc la fonction f(z) se réduit a une constante (*).
En reprenant les hypothéses et les notations adoptées au début de ce numéro,

appliquons maintenant la formule (12) a la fonction

f(@)

zZ—X

7

x étant un point quelconque intérieur au contour C et distinct des points 4y, 4,
..., ay. Le résidu de cette fonction au point x est égal a f(x). Pour trouver le résidu
relatif a a,, écrivons

1

z—a,

f@) =Gy (=) + Hutz - ay)

G, désignant la partie fractionnaire et H, la partie entiere du développement de f(z)
suivant les puissances de z — a,. Comme H, est holomorphe au point a,, on voit

(2) : A L :
d’abord que Zf—x aura en ce point le méme résidu que 1'expression

1

Dlz) = z—xGV(z—lav)'

Or celle-ci n'a d’autres points singuliers que z = x et z = a,, et, comme z P(z)

. . . 1 L . T
tend uniformément vers zéro avec ~/ son résidu a l'infini est nul. En vertu de la
proposition démontrée page 13, le résidu cherché est donc égal au résidu de ®(z) au

_1a ), et par suite la formule (12)

v

point x pris avec le signe moins, c’est-a-dire a -G, (
X
nous donnera

n

o Ll [

(M) Cf. Caucny, CEuvres completes, série 1, t. VIIL. 1844, p. 366-375. Dans cette Note, Cauchy

démontre également qu'une fonction f(z), holomorphe dans tout le plan et telle qu’on ait ’%' <M
a partir d'une certaine valeur de |z|, se réduit a un polyndme d'un degré < n. Plus tard (Ibid., t. XI,
1851, p. 376-380), il a tiré de la formule (13) du texte 'expression générale d"une fonction uniforme
n’ayant qu'un nombre fini de points singuliers, et montré, en particulier, que toute fonction n’ayant

d’autres singularités que des poles se réduit a une fraction rationnelle.
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autre formule fondamentale du Calcul des résidus dont Cauchy a fait un usage
continuel dans ses recherches.

9. Nous devons rappeler le principe fondamental du prolongement analy-
tique, dont nous aurons constamment a faire usage dans cet Ouvrage.

Si les fonctions f1(x) et fo(x) sont holomorphes dans une aire connexe T, et si I'égalité
f1(x) = fa(x) est vérifiée sur un segment de courbe arbitrairement petit y intérieur a T,
elle subsistera pour tout point de cette aire (*).

D’un point 2 du segment y comme centre, décrivons un cercle C ayant pour
rayon la plus courte distance de ce point au contour de l'aire T. A l'intérieur de ce
cercle, les fonctions fi(x) et f,(x) sont représentées par leurs développements de
Taylor :

fi) =Y AV -0, f) =) AP(x-a).

Je dis que ces développements sont identiques, c’est-a-dire que I'on a A(D = A®
pour chaque indice v.

Supposons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi, et soit n le plus petit entier pour
lequel I'égalité précédente n’ait pas lieu. On aurait, en posant pour abréger A —
AP =A,,

A0 = () = (x—a)'[Ay+ Apax—a) + .| (A, £0),

et 'on pourrait donc trouver un nombre positif r assez petit pour que cette dif-
térence ne s’annule pour aucun point du domaine 0 < |x —a| < r. Or ceci est
impossible, puisque le domaine dont il s’agit renferme une partie du segment y.
On a donc fi(x) = fo(x) pour tout point du cercle C. En prenant maintenant
un point quelconque b intérieur a C, on démontre par le méme raisonnement que
cette égalité subsiste dans le cercle ayant b pour centre et tangent intérieurement

(') Dans une Note de Cauchy du 17 février 1845 ((Euvres, série I, t. IX, p. 39) on trouve le principe
en question énoncé en ces termes :

Supposons que deux fonctions de x soient toujours égales entre elles pour des valeurs de x trés voisines
d’une valeur donnée. Si I'on vient a faire varier x par degrés insensibles, ces deux fonctions seront encore
égales tant qu’elles resteront I'une et I'autre fonctions continues de x (c’est-a-dire holomorphes, d’apres la
terminologie actuelle).

Cauchy avait été conduit a ce résultat, qu’il énonce d’ailleurs aussi pour les fonctions de plusieurs
variables, en généralisant une proposition établie par Cellérier, dans une Note relative a la théorie des
imaginaires, qui semble n’avoir jamais été publiée (Cf. le Rapport de Cauchy, CEuvres, série I, t. VIII,
1844, p. 160-162).

Cependant Cauchy n’a pas tiré d’applications de son principe, et c’est a Riemann et a Weierstrass
que revient ’honneur d’avoir les premiers mis en évidence I'importance et la fertilité de la notion
de prolongement analytique.



16 CHAPITRE 1.

au contour de T et, en continuant ce procédé, on arrivera évidemment a 1’établir
pour un point quelconque de l'aire T.

10. En terminant ce Chapitre, nous démontrerons un théoreme général dt a
Weierstrass (1) et qui joue un role trés important dans la théorie des fonctions :

Soit une suite indéfinie de fonctions analytiques, ui(x), ux(x), ..., holomorphes dans
une aire connexe T et sur son contour C, et supposons que la série

(14) F(x) = uy(x) + uo(x) + - -+ + u(x) + - - -

converge uniformément sur C (*); la somme F(x) de cette série représentera une fonction
analytique holomorphe dans le domaine T, et la dérivée d'un ordre quelconque de cette
fonction s’obtiendra en faisant la somme des dérivées du méme ordre de chaque terme de la
série.

La formule (6) nous donne, pour tout point x intérieur a C et pour chaque

indice v,
U, (x) = L f th(2) dz,
c

27 zZ—Xx

et, comme l'intégrale d"une série uniformément convergente est égale a la somme
des intégrales de chacun de ses termes, on en déduit immédiatement que la
série (14) converge au point x et que sa somme est donnée par 1'égalité

(15) Flr) = —— f F@ 4.
C

27t Z—X

dont le second membre représente bien une fonction analytique de la variable x
qui est holomorphe dans le domaine T.

La seconde partie du théoreme se démontre de méme en partant de la for-
mule (7) qui nous donne, pour tout point x intérieur a C,

|
e et
C

27 (Z — x)

(Y) Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1880.
(%) Cette condition implique que, ayant fixé un nombre positif arbitrairement petit ¢, on pourra

trouver un entier n tel qu’on ait
n+p

Y )

n

<é&

pour tout point du contour C, et quel que soit I'entier positif p. Or on sait, par une propriété bien
connue des fonctions analytiques, que la plus grande valeur que prend le premier membre de cette
inégalité sur le contour C est supérieure a sa valeur en un point quelconque intérieur a ce contour.
Il en résulte que, si la série (14) est uniformément convergente sur le contour C, elle I’est aussi dans
tout le domaine T, contour compris.
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En effet, on en déduit 1'égalité

[o0]

! d
Zuin)(x) — %L%’

- (z—x

dont le second membre, d’apres (15), est bien égal a F™(x).

On se convainc d’ailleurs aisément que la série figurant au premier membre de
cette derniére égalité est uniformément convergente dans toute aire intérieure au
domaine T et n’ayant aucun point commun avec son contour.
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CHAPITRE I.



CHAPITREII.

APPLICATIONS DIVERSES DU CALCUL DES RESIDUS.

I. — Fonctions symétriques des racines d une équation.
Développement des fonctions implicites.

11. Soit une fonction analytique, f(x), uniforme et n’ayant d’autres singular-
ités que des poles dans un domaine donné T, holomorphe et différente de zéro sur
le contour C de ce domaine.

Le nombre des poles intérieurs a T est nécessairement fini, car, dans le cas
contraire, ils admettraient au moins un point limite faisant partie de T, et qui serait
pour f(x) un point singulier d"un caractere autre que les podles. Nous désignerons
les poles en question par by, by, ..., b, etleurs ordres par 1, fa,..., Pv-

On voit de méme que la fonction f(x), a moins qu’elle ne soit identiquement
nulle, ne saurait avoir dans T qu’un nombre fini de zéros, a;, a, ..., a, ; soient
a1, Q,..., ay leurs ordres.

f'x)
flx)

tout point de T distinct des points a et b. Dans le voisinage du point 4, on aura (*)

F) = Al = a)™ [1+ (x - a)p(x - @),

A étant une constante non nulle ; il en résulte

Considérons le quotient

. C’est évidemment une fonction holomorphe en

f'(x) gk
—_— = + p(x — ag).
o) " x—ar p(x — )
Un calcul analogue nous donne, dans le voisinage du point by,
ff B
f(x) i b + p(x bk)

(') Nous désignons par p(t) une série entiére qui converge dans un certain voisinage de la valeur
t =0, et qui d’ailleurs n’est pas la méme dans les diverses égalités ci-dessus.
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Cela posé, soit F(x) une fonction quelconque, holomorphe dans T et sur C.

D’apres les égalités ci-dessus, les résidus de 1’expression F(x)jlj:) relatifs aux

points a; et b seront respectivement égaux a aiF(ax) et a —piF(by), et la formule (12),
page 13, nous permet donc d’écrire ce résultat :

U v
(1) Z‘ aF(ay) - Z‘ﬁkF(bk) =5 X 0 d

Si, en particulier, la fonction f(x) est holomorphe dans le domaine T et n'y
admet que des zéros simples, x1, x2,..., X, On aura

) F(r1) + () + - + F(x) = 2L

X o d

Cette formule restera d’ailleurs valable dans le cas ot f(x) présente des zéros
multiples, si, comme nous le ferons dés a présent, on convient d’écrire, dans la
suite x1, X, ..., X, chaque zéro autant de fois que I'indique son ordre. (*)

12. Pour F(x) = 1, la formule (1) s’écrit

H v
1 f f'(x)
A — = —
le * Z:'Bk 2ni Je f(x)
Soient R et @ le module et I’argument de la fonction f(x), de sorte que f(x) = Re’®;

on aura
e, _df@) _dr
fo T w TR

+1d® =dlogR +id®,

et, par suite,
f@, 1 f
2711 f(x) 2n dl og R + dd.

Or le premier terme de cette somme est nul, puisque la fonction log R est uniforme

sur C, et le second terme est égal a é—f, en désignant par A® l'accroissement total

() La formule (2) a été donnée par Cauchy, pour le cas ot le contour C est un rectangle ou s’y
rameéne par une transformation bi-uniforme des coordonnées, dans le Journal de I'Ecole Polytechnique,
Cahier XIX, 1823, p. 580. Voir aussi CEuvres de Cauchy, série 11, t. VI, 1826, p. 401-421. Mais les idées
de Cauchy sur ce sujet remontent, a ce qu’il semble, & un Mémoire Sur la résolution des équations par
le moyen des intégrales définies, qu’il avait présenté a I’ Académie le 22 novembre 1819, mais qui n'a
pas été publié.
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que recoit I'argument @ lorsque le point x décrit le contour C dans le sens direct.
Nous arrivons donc au théoreme suivant, qui joue un role important en Analyse,
et qu’on peut d’ailleurs établir d"une maniére élémentaire :

Si une fonction f(x) est uniforme et ne présente d’autres singularités que des poles
dans un domaine donné T, en étant d’ailleurs holomorphe et différente de zéro sur son
contour C, I'accroissement que regoit I'argument de cette fonction lorsque le point x décrit
le contour C dans le sens direct est égal au produit de 21 par la différence entre le nombre
de ses zéros et le nombre de ses pdles compris dans T, chaque zéro et pole étant compté
autant de fois que l'indique son ordre.

On en déduit cet autre théoreme, qui rend également de grands services dans
diverses questions d’Analyse :

Soient deux fonctions, f(x) et @(x), uniformes et holomorphes dans un domaine T et
sur son contour C, et admettons d’ailleurs que f(x) ne s’annule pas sur C; si l'inégalité

P(x)
f()
est vérifiée pour tout point du contour C, les fonctions f(x) et f(x) + @(x) ont le méme

nombre de zéros dans le domaine T.
Ecrivons, en effet,

<1

fx) + @(x) = f(x)P(x),
d’ot
P(x)

IP(X):1+W.

Lorsque le point x parcourt le contour C, le point dont I’affixe est égal a ¢(x) décrit
une courbe fermée qui, en vertu de 1'inégalité ci-dessus, est intérieure au cercle
passant par l'origine et ayant pour centre le point x = 1. Quand le point x sera
revenu au point de départ, 'argument de y(x) reprendra donc sa valeur initiale
et, par conséquent, l’accroissement total de ’argument de f(x) + ¢(x) sera le méme
que pour la fonction f(x), d’ot1 résulte la proposition énoncée.

13. Démontrons maintenant ce théoreme :

Les zéros d'une fonction analytique de la variable x, f(x,t), qui dépend d'un para-
métre t, et qui est continue par rapport aux deux variables x et t, sont eux-mémes des
fonctions continues du paramétre t.

Soient t; une valeur particuliére du parametre t, x, un zéro de f(x, ty) et m'ordre
de ce zéro [on suppose f(x, ty) holomorphe dans le voisinage du point x]. Il s’agit
de démontrer que, pour les valeurs t peu différentes de f,, la fonction f(x, t) admet
précisément m zéros tendant vers x, lorsque t tend vers .
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Du point xy comme centre, décrivons un cercle d"un rayon ¢ assez petit pour
que la fonction f(x, ty) soit holomorphe et différente de zéro pour 0 < |x — x| £ ¢.
Sur la circonférence de ce cercle, le module | fx, t0)| aura un minimum positif que
nous désignerons par 7. Choisissons encore un nombre positif 6 tel que, pour
|x — x| = €, |t — to] < O, on ait

|f(x, ) = flx, to)| <

et, par suite,

)f(x H-ft)] g

f(x, to)

ce qui est possible en vertu de la continuité de f(x, t).

Cela posé, il résulte de la proposition établie a la fin dun® 12 que, pour |t — ty| <
o, la fonction f(x,t) admet, dans le cercle |[x —xy| < ¢, autant de zéros que la
fonction f(x, ty), c’est-a-dire précisément m zéros, et comme ce résultat subsiste
quelque petit que soit ¢, a condition qu’on prenne en méme temps le nombre 6
suffisamment petit, on voit bien que ces m zéros tendent vers x, lorsque ¢ tend
vers ty, comme nous l’avions avancé.

14. On peut préciser notablement ce résultat dans le cas ot la fonction f(x, t)
est analytique par rapport aux deux variables x et t. En simplifiant un peu les
notations précédentes, admettons que cette fonction est holomorphe tant que les
variables restent comprises dans les cercles |x| < 7, || < p (}), et que lorigine est un
zéro d’ordre m pour f(x,0).

En raisonnant comme ci-dessus, on voit d’abord qu’on peut trouver deux nom-
bres positifs, (< ) et p’(< p), tels qu’on ait

[f(x,0|2n (>0) pour [x]=7+

(1) Cela signifie, d’apres Cauchy, que la fonction f(x,t) reste continue et admet, par rapport a
chacune des variables, une dérivée unique également continue, pour toutes les valeurs x, t comprises
dans les cercles indiqués. Pour une valeur donnée ¢ de module inférieur a p, f(x,t) est donc une
fonction analytique de x, holomorphe pour |x| < 7, et vice versa. Si G et I sont des contours fermés
pris dans l'intérieur des cercles [x| = 7, || = p, on trouve, en appliquant deux fois de suite la

formule (6), page 8,
f(&, v)dédr
(2mi)? ff(ff—x) (t—t)

x et t étant respectivement intérieurs aux contours G et I'. De cette égalité on conclut que, dans
son domaine d’holomorphie, la fonction f(x,t) possede des dérivées de tous les ordres et peut se
développer en série de Taylor.

flot) =
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et, d’autre part,

f(xl t) - f(x/ O)
f(x,0)
On en conclut que, pour [t| £ p’, la fonction f(x,t) est différente de zéro sur le
cercle |x| = v’ et admet a l'intérieur de ce cercle m zéros, x1, x, ..., x,, qui sont des
fonctions continues de t et s’annulent en méme temps que t.
Soit maintenant F(x, t) une fonction analytique quelconque des variables x, ¢,
qui reste holomorphe pour |x| £ 7, |t| £ p’. Nous allons démontrer que la somme

F(t) = F(xq,t) + F(xp,t) + -+ - + F(x,,, 1)

3)

<1l pour [x|=7, [{|<p

est une fonction holomorphe de t dans le cercle |t| < p’.

Pour une valeur donnée t de module £ p’, f(x,t) et F(x,t) représentent des
fonctions analytiques de x qui sont holomorphes pour |x| £ v’ et, de plus, f(x,t) ne
s’annule pas sur le cercle [x| = 7. D’apres la formule (2), on aura donc 1’égalité

) F(f) = zim fG O(x, tydx pour | <,
ou G désigne la circonférence |x| = 7’ et O(x, t) 'expression
filx, 1)
O(x, t) = F(x, t) .
(x, ) = F( oD

D’autre part, si x est I’affixe d’un point quelconque de G, cette derniere expres-
sion définit une fonction analytique de t qui est holomorphe pour |t| £ p’, puisque,
dans ces conditions, le dénominateur f(x, t) est différent de zéro. Par la formule (8),
page 8, on aura donc, pour |f| < p’, I désignant la circonférence || =

() D(x, ) =nZiD(V L ( )nq)(x’f) dr.
0

2711 T—1t

Comme les zéros x1, xo, ..., x, de f(x, t) se confondent avec 'origine pourt = 0,
les dérivées D" ®(x, 0) sont des fonctions holomorphes de x pour 0 < |x| < 7.
En substituant 'expression (5) dans I'égalité (4), on trouve (*)

FVI D
©6) P(t)—ZAtV o f f (x T) dx dr,

(') On remarquera que la fonction ®(x, t) est, en vertu de nos hypotheses, continue pour |x| = 7/,
[t| = p’, de sorte que les intégrations a effectuer dans le dernier terme de la formule (6) n'impliquent
aucune difficulté.
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ou A, désigne le résidu de 1%DgV)CI)(x, 0) relatif a I'origine :

1 1

v ot ) ﬁD,Ev)cp(x, 0) dx.

Or le dernier terme de (6) a son module inférieur a la quantité
rp'M |t
p/ _ |t| p/
M étant le maximum de |P(x, 7)| pour |x| = 7, |T| = p’, et comme cette quantité

s’annule pour n = oo, puisqu’on suppose |t| < p’, on voit que I'expression F(t) est
représentée dans tout le cercle |t| < p’ par le développement

n

(7)

4

(8) F(t) = Z At
0

Nous avons donc démontré la proposition que nous avions en vue et trouvé en
méme temps une limite supérieure (7) de l'erreur qu'on commet en arrétant le
développement (8) apres un terme déterminé.

En faisant F(x,t) = x*, k étant un entier positif, on conclut de la proposition
ci-dessus que les sommes

— ok ok k
Sk=Ex +x 4+ +x,

sont des fonctions analytiques de t, holomorphes pour [t| < p’ et s’annulant pour
t = 0. Il en sera donc de méme des coefficients des diverses puissances de x dans
le développement du produit

(x = x1)(x = x2) -+ (x = x3),
puisque ces coefficients sont des polynéomes en S;, Sy, ..., S, et nous arrivons

ainsi a ce théoréme fondamental :

Etant donnée une fonction analytique, f(x, t), des deux variables x, t, qui est holomorphe
tant que les modules de ces variables restent au-dessous de certaines limites ; si I'origine
est un zéro d’ordre m pour f(x,0), I'"équation

flx,t)=0

admet précisément m racines qui tendent vers zéro avec t. Ces racines vérifient une équation
de degré m,
XM+ AOX T+ AT+ 4 fu(t) =0,
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dont les coefficients sont des fonctions analytiques de t, holomorphes dans le voisinage de
I'origine et nulles pour t = 0 ().
15. Appliquons les résultats précédents au cas ot1’on a

fh) =x—to(x), F(t)=F),
les fonctions @(x) et F(x) étant holomorphes pour |x| < r. La condition (3) s’écrit

to(x)
X

<1 pour |x|=r(<7), [t < p’

Les nombres 1’ et p’ satisfaisant a ces conditions, comme l’on a actuellement m =1,
on peut conclure des résultats du n® 14 que, pour |t| £ p’, 'équation

—to(x) =

admet al'intérieur du cercle |x| = " une seule racine, x, qui est fonction holomorphe
de t, pour |t| < p’, et s"annule pour ¢ = 0.
D’autre part, en développant I'expression

DO(x,t) =F (x)%gg))

suivant les puissances de ¢, on trouve que le coefficient de " s’écrit

v—1
o {[‘Df’f)f ()] w(x)} LD, {[wix)]}'

xV

o ol o]

(") Les principaux résultats des n® 12-15 ont été établis par Cauchy dans les Mémoires de
I'année 1831 (Cf. Bulletin de Férussac, 1831, et Exercices d’Analyse, t. II).
Vers 1860, le théoreme ci-dessus, d’ailleurs sous une forme plus générale et avec des développe-
ments ultérieurs, a été retrouvé par Weierstrass qui, cependant, n"a publié ses résultats qu’en 1886,
dans les Abhandlungen aus der Functionenlehre. D’autre part, M. Poincaré est, de son c6té, arrivé au
méme théoreme dans sa these : Sur les propriétés des fonctions définies par les équations aux différences
partielles, 1879. Voir aussi E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 11, p. 243.
Cauchy est d’ailleurs a plusieurs reprises revenu sur la théorie des fonctions implicites, dans le but
d’en simplifier les principes. Voir, par exemple, CEuvres, série I, t. IV, 1837, p. 48-60, et t. V, 1840,
p- 180-198. Dans la seconde de ces Notes se trouve (p. 193-198) une démonstration qui présente
certaines analogies avec celle de Weierstrass.

ou encore
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Nous savons que le coefficient de t dans le développement de la fonction F(x)
est égal au résidu de cette expression a 'origine. Or, le résidu du premier terme
est nul, puisque ce terme est la dérivée d"une fonction uniforme (voir p. 12); et,
d’apres 1'égalité (7) page 8, le résidu du second terme est égal a la dérivée

D P 0T,

prise pour x = 0. En somme on aura dong, pour [t| < p’,

v

F() = FO)+ ) Dy P @@l _ -,
1

et en particulier, pour F(x) = x,

v

Z‘D(v 1) [@(x)] } oil

Ce sont les célebres développements établis par Lagrange.

16. En terminant cette section, nous allons déduire de la formule (1) un
résultat intéressant, en y faisant F(x) = log x.

Prenons un cercle C ayant l’origine comme centre et de rayon 7, et désignons
parai, ay,..., a, les zéros et par by, by, ..., b, les poles de la fonction f(x) compris
dans ce cercle, chaque zéro ou pole figurant dans ces suites autant de fois que
I'indique son ordre. Pour simplifier, supposons d’ailleurs f(0) = 1.

L’origine étant un point critique pour log x, nous I'exclurons de notre domaine
par un petit cercle, ¢, laissant a 'extérieur les points a et b ; puis, en évitant toujours
ces mémes points, nous meénerons une coupure, L, allant d"un point de ¢ au point
x = r de C. Nous obtenons ainsi un domaine simplement connexe, T, dont le
contour, S, se compose des cercles C et ¢ et des deux bords de la coupure L, et ot11a
fonction log x est uniforme et holomorphe. Pour tout fixer, convenons d’ailleurs de
choisir, parmi les différentes branches de log x, celle qui prend la valeur réelle log r
au point x = r du bord supérieur de la coupure.

Cela posé, en faisant F(x) = log x et en prenant S pour contour d’intégration, la
formule (1) nous donne

My ay _ 1 logXf’(?f)

8 b, ~ 2 ) )

©)
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Intégrons par parties, en partant du point x = r (dubord supérieur dela coupureL);
on aura

f logxf ) dx = logxlog f(x) —logrlog f(r) — f M dx
r f (x) r X

Lorsque le point x, décrivant le contour S dans le sens direct, revient au point
x = 1, log x reprend sa valeur initiale logr. Quant a la fonction log f(x), laquelle
peut se mettre sous la forme logR + i®, R et @ étant respectivement le module
et 'argument de f(x), il résulte du théoreme de la page 21 qu’elle prendra dans
les mémes circonstances la valeur log f(r) + 2mi(m — n), et 1'égalité précédente
deviendra donc, en divisant par 2mi,

A 1 f log f(x)
27'cz 1 f( )dx—(m n)logr ) x dx
Sil'on convient de choisir pour log f(x) la détermination qui s’annule a 1’o-
log ()

rigine, la fonction

sera holomorphe dans le cercle c et prendra la méme

valeur en des points correspondants situés respectivement sur les deux bords de
la coupure L. Il en résulte

1 1 27 '
fs —ogJ{(x) dx = fc —ogJ{(x) dx =i [) log f(re)dp,

car l'intégrale prise sur ¢ est nulle et les intégrales relatives aux deux bords de L
se détruisent ; I’égalité (9) devient donc

ea, 1 .
12—‘; = (m—n)logr - %j; log f(re®) dp,
ou encore, en égalant les parties réelles des deux cotés,

a1ay -

log —blbz

27T
=(m - n)logr——f log|f(re“”

Ce résultat constitue 'important théoréeme découvert par M. Jensen (1) et qui joue,
en particulier, un réle fondamental dans la théorie des fonctions entieres.

(Y) Acta mathematica, t. XXIL. C’est M. Goursat qui a le premier rattaché ce théoréme au calcul des
résidus (Bulletin des Sciences mathématiques, octobre 1902). Voir aussi une Note récente de M. Mittag-
Leffler (Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXXII).
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II. — Quelques applications aux fonctions méromorphes.

17.  Soit une fonction méromorphe, f(z), c’est-a-dire une fonction analytique
uniforme dans tout le plan et n’ayant a distance finie d’autres singularités que des
poles, et construisons de 'origine comme centre une suite illimitée de cercles

c1, Co, ceey, Gy, ey
qui ne passent par aucun podle de f(z), et dont les rayons
ry, Yy, ..., Ty, ...,

aillent en croissant indéfiniment. On aura pour chaque indice v, en posant pour
abréger z, = r,e'V,

271
1) E (@) =5 [ f@z=5- [ zpeaay.

Il peut arriver que cette expression tende vers une limite finie et déterminée
lorsque v croit indéfiniment. S’il en est ainsi, cette limite sera appelée le résidu

intégral de la fonction f(z) (relatif a la suite ¢, ¢, ...) (})et désignée par & ( f (z)). On
aura donc, par définition,

@) @)=, +(.-&.) (€. -&.)+

Cela posé, on tire facilement de 1’égalité (1) cette proposition :
Si la condition

© limz, f(z,) = A

est vérifiée uniformément pour 0 < 1 < 2m, le résidu intégral de la fonction f(z) est égal
aA.

(1) Cf. CEuvres de Cauchy, sériell, t. VII, 1827, p. 291-323. Dans cet article, qui est d'une remarquable
précision, Cauchy donne d’ailleurs une définition plus générale du résidu intégral, en considérant
(p. 294), au lieu des cercles c,, un contour fermé quelconque dont la forme varie sans cesse et de
maniere que ses différents points s’éloignent indéfiniment de 1’origine. Il utilise ainsi, dans toute
sa généralité, la représentation géométrique des nombres complexes, ce qu'il n’est pas sans intérét
de noter, vu la date de cette publication.
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En effet, 1’égalité (1) nous donne

@ E (@)= [ s -alas

et, en vertu de '’hypothése admise, on aura d’autre part, quelque petit que soit ¢,
z,f(zy) = A| < ¢, dés que v dépassera une certaine limite. A partir de cette méme
limite, on aura donc aussi

&, (fen)-4| <&,

d’ot1 résulte la proposition énoncée. Cette proposition subsiste dans le cas plus
général ou sont vérifiées les conditions suivantes :

1° |z, f(z,)| < M pour tout indice v, M étant une constante.

2° La condition (3) est vérifiée uniformément dans toute portion de l'intervalle 0 <
Y < 27 qui ne comprend pas certaines valeurs particuliéres 11, o, ..., P,

En effet, si ¢ et n désignent deux nombres positifs arbitrairement petits, et si,
de I'intervalle 0 £ ¢ < 27, on exclut les segments

Yr—n<yp<i+n k=1,2,...,n),

dont la longueur totale est au plus égale a 2n1, on a dans le reste de cet intervalle
zyf(zy) — A| < ¢ dés que v dépasse une certaine valeur vy. Le second membre de
'égalité (4) est donc inférieur en valeur absolue a la quantité
M + |A]
21

des que v > vy, et tend, par suite, vers zéro lorsque v croit indéfiniment.

Par un raisonnement analogue, on démontre cette autre proposition dont nous
aurons également a faire usage :

€+ 2nn

Si le module du produit z, f (z,) reste inférieur a une quantité fixe quel que soit v, et si
les conditions

limz,f(z,)=A  pour Yo+e<h<Py+m—g,
limz,f(z,)=B  pour Yo+ mHe< <th+2m—c¢
sont vérifiées uniformément dans les intervalles indiqués, quelque petit que soit ¢, le résidu

intégral de la fonction f(z) est égal a (A + B).

18. Comme premiere apphcatlon cherchons a évaluer les nombres de Bernoulli,
c’est-a-dire les nombres By, B,, ... qui figurent dans le développement

(5) 1 E__ Z( le 21/—1.

eZ_




30 CHAPITRE II.

Le coefficient (1)~ 1% représente le résidu de la fonction

1 1
f(Z)EzEeZ—l

al’origine. Les autres podles de cette fonction méromorphe sont £2miv (v =1, 2, ...)
et les résidus correspondants (—1)k(27zv)'2k . Or, on constate facilement, en prenant
r, = (2v — 1)nt, que le module de 1’expression (5) reste inférieur a une quantité
finie sur les cercles ¢, (*), etil en résulte que le produit z, f(z,) tend uniformément
vers zéro pour 0 £ ¢ £ 27 lorsque v croit indéfiniment. D’apres le n° 17, le résidu
intégral de la fonction f(z) se réduit donc a zéro et, par suite, le coefficient considéré
ci-dessus est égal et de signe contraire a la somme des résidus de f(z) relatifs aux
poles +2miv, d’ot1 'on déduit

220! o 1

T nE v

(6) By

() De chacun des pdles de la fonction ¢(z) =

77 comme centre, décrivons un cercle de rayon
Z -

arbitrairement petit mais fixe, et désignons par T la région extérieure a ces cercles. Je dis que |(p(z)'
est inférieur a un nombre fini M pour tout point de T. Soit, en effet, 2 un nombre positif et posons

z = T + it ; on aura évidemment |(p(z)( < e”% pour T > a, et ((p(z)| <=
- —e

part on trouve, en tenant compte de la périodicité de ¢(z), que ((p(z)| aura un maximum fini dans

la portion de T comprise dans la bande —a < 7 £ 4. On prendra pour M la plus grande de ces trois

limites.

Le nombre x étant assujetti a la condition 0 £ x £ 1, on démontre de méme que le module de la
exz

ez -1

pour T < —a, et d’autre

fonction reste au-dessous d’une limite finie M’ dans le domaine T. Ce module est, en effet,

inférieur a

= pour T < —a, inférieur a ¢? M dans la portion de T faisant partie de la bande
—e

—a £ 1 £ g, et, enfin, inférieur a pour T > g, ce qui résulte de I'identité

1-e4

Xz e—z(l - X)

-1 1-¢2°

On pourra donc prendre M’ = " M.
Des remarques analogues s’appliquent a chacune des fonctions
XZ
sécz, cosécz, tangz, cotz, 31 O0=x=s1,...,

dans les régions qu’on obtient en excluant leurs poles par de petits cercles.
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Par un raisonnement de tout point analogue on trouve pour les nombres d’Euler,
qui figurent dans I'égalité

[eN] Ev
(7) sécz = Z ) z% (Ey=1),
- !
I'expression
2 2k+1 (_1)1/
8 E :22k!(—) ———— (k=0,1,...).
®) =2000(2) Y o )

Cherchons maintenant les coefficients ¢, (x) du développement

(o)
S W o Co
-1 z - V!

©)

En multipliant (5) par la série qui définit ¢**, on obtient
v
(Pv(x) =x' = Exv—l + CV(Z)leV_Z _ CV(4)B2xv—4 + CV(6)ngv_6 e

les lettres C désignant les coefficients binomiaux. Mais nous allons obtenir une
Pn(x)

n!

autre expression de ces polyndmes, en observant que représente le résidu

relatif a l'origine de la fonction

1 e~
Zner—1"

(10) f@) =

Soit d’abord n > 1, et supposons la variable x réelle et comprise dans 1'in-
tervalle 0 £ x £ 1. D’aprés la remarque faite ci-dessus, le produit z,f(z,) tendra
uniformément vers zéro pour 0 £ ¢ £ 27 lorsque v croit indéfiniment, en prenant
toujours r, = (2v — 1)1t Le résidu intégral de la fonction f(z) est donc égal a zéro,
et ’'on en déduit apres quelques réductions faciles, pourk =1, 2, ...,

[o¢]

pul) = (<1200 )]

v=1 ( VT[)

cos2vmx _ _
ok (sz(x)/

(11) .
sin2vmx  _
Pan() = (1122 DY, TET = B )

v=1 )
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formules valables tant que 0 £ x £ 1. En vue d’applications ultérieures, nous
conviendrons de désigner par ¢,, (x), ¢, (x) les fonctions périodiques de période 1
qui figurent aux seconds membres de ces formules.

Lorsque n = 1, le résidu intégral de la fonction (10) est encore égal a zéro,
pourvu que x reste dans l'intervalle 0 < x < 1, les limites étant exclues. C’est ce
qu’on déduit des résultats de la page 28, en remarquant, d"une part, que le module
du produit

exz
ez —1

reste au-dessous d’une limite finie sur les cercles c,, d’apres la note de la page 30,
et, d’autre part, que ce produit tend uniformément vers zéro lorsque z s’éloigne
indéfiniment de I’origine en restant intérieur a 1'un des angles

(12) 2f(2) =

T e e 3n
——t+e< —— —t+e<P < — —
> e gb<2 g, > e<y > g,

¢ étant un nombre positif aussi petit qu’on le voudra.
On aura donc, pour 0 < x <1,

- sm2vnx
(13) Py =35 ==Y T
1

Nous désignerons par ¢, (x) la fonction périodique

(14) 7,00 = - Z sin2v7'cx/

VTt
1

. . 1
fonction qui se confond avec x — v — spourv<x<v+1l
m étant un entier positif quelconque, on aura, pour 0 < x <1,

= sin 2vTx 1 e dz
15 Seetr =
(15 Z VTt 2mi J., =1 z

m

et comme, d’aprés la note de la page 30, le module de l'expression (12) reste
inférieur a la quantité finie M’ sur les cercles c,, et comme, d’ailleurs, la somme (15)
admet la période 1 et s’annule pour les valeurs entieres de x, on peut en conclure
que la somme (15) reste inférieure en valeur absolue a la quantité M’ pour toutes les
valeurs réelles de x, quel que soit I'entier positif m. D’autre part, on peut déduire de
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1'égalité (15) ce fait bien connu que la série (14) converge uniformément dans l'intervalle
e £ x £ 1 - ¢, quelque petit que soit le nombre positif €.
On appelle polynomes de Bernoulli les polynomes P définis par les égalités

Por(x) = @ax(x) + (=1)By,
Pori1(x) = Qarr1(x).

Conformément a la notation adoptée ci-dessus, nous conviendrons de désigner
par ﬁz;{(x), Ekﬂ(x) les fonctions périodiques de période 1 qui coincident respec-
tivement avec ces polynomes dans l'intervalle 0 < x £ 1.

Ayant a nous occuper souvent des polynomes ¢ et P dans la suite de cet
ouvrage, nous en signalerons ici quelques propriétés importantes qui se déduisent
immédiatement de nos formules.

En rapprochantl'égalité (9) de celle qu’on obtient en la différentiant par rapport
a x, on trouve les relations

(16) @) =w+De,(x) (v=1,2,...),

qu’on pourrait aussi déduire des formules (11). De celles-ci on conclut immédiate-
ment

P21 = x) = px(x), Pa+1(1 = x) = —Pars1(x),
puis
©2+1(0) = Poxs1 (%) = @41(1) =0,

et, en tenant compte de 1'égalité (6),

(17) Pu(0) = pu() = 1B, gu(3) = 1B,

N

ou

L 220! o (-1 1
B, = n)* T (1 - 22k—1)Bk'
v=1
La plus grande valeur numérique de @,, (x) étant égale a By, d’apreés (11), on voit
que le polynome Py (x) s’annule pour x = 0 et pour x = 1, en gardant dans l'intervalle

compris entre ces valeurs un signe invariable, @ savoir celui de (=1)*. Signalons aussi
'égalité

1
(18) x[mmw44ﬁb
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qu’on vérifie de suite en intégrant la premieére des formules (11).
Considérons encore, avec Hermite (%), les polynomes x(x) qui figurent dans le
développement

e XV(X)

e+l = V!

(19) o =3

Un raisonnement analogue au précédent conduit aux égalités

(o) . 1 _
= D2 YR e (=12
(20) -

cos(2v + 1)mx
%k +2 _X2k+l(x) (k=0/1/-")/

Ko () = (1) T2k + 1) Y o]
v=0

qui sont valables pour 0 < x < 1. Les expressions qui figurent aux seconds mem-

bres, et que nous désignerons par X, (x), Xor41(x), admettent la période 2 et changent

de signe lorsqu’on ajoute a la variable x une demi-période, c’est-a-dire 1'unité.
Nous désignerons de méme par x,(x) la fonction périodique

@ Tl = 22 T

dont la valeur est égale a %, pour2v <x<2v+1,eta —% pour2v+1<x<2v+2,

v étant un entier quelconque. Quant a la convergence de la série qui figure au
second membre de 1'égalité (21), on pourra répéter mot a mot ce qui a été dit au
sujet de la série (14).

Des égalités (19) et (20) on déduit les relations

X(0) =@+ 1x,(x) v=0,1,2,...),
Xox(1 = x) = xar(x), Xok+1 (1 = x) = —xars1(%),

1
(22) @O =xx)=0,  xua(3)=0
et, enfin, en tenant compte de 1'égalité (8),
1) _ (D) E
(23) xx(3)= 55

(Y) Journal de Crelle, t. 116. p. 144.
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19. Alaide des considérations dun® 17 on peut, dans certains cas, décomposer
une fonction méromorphe en fractions rationnelles (*).

Supposons, par exemple, qu’il soit possible de choisir les cercles ¢, de telle sorte
que, si l’on pose toujours z, = e, le module | f(z,)| reste au-dessous d"une limite
tinie, quels que soient ¥ et v, et que, d’autre part, 1’égalité

mfe) =4

soit vérifiée uniformément dans l'intervalle 0 £ 1 £ 27 ou, plus généralement,
dans toute portion de cet intervalle qui ne comprend pas certaines valeurs partic-
uliéres, Y1, o,..., P,. Il en sera alors de méme, quel que soit x, de 1’égalité

limz, f(z)
V=00 ZV - X

= A,

etl’on en déduit, d’apres le théoreme de la page 28,

ECII

zZ—X

f@

Or le résidu de . au point z = x est égal a f(x), et nous pouvons donc écrire
le résultat précédent sous la forme

(f@)
(24) fe)=A+E—
oit la somme §, ne comprend, cette fois, que les résidus de f &) relatifs aux poles
de f(z) ().
Sil'on suppose les conditions
limf(z,) = A  pour Yote<yp<iypg+m-—c¢

lim f(z,) = B pour Yo+m+e<yPp<tp+2m—ce

(M) Cf. CEuvres de Cauchy, série 11, t. VII, 1827, p. 324-344, et série I, t. VIII, 1844, p. 378-385.
(®) A l'exemple de Cauchy, nous désignerons désormais par les notations &(p(z)( f (z)), et

& (<p( )) la somme des résidus des expressions ¢(z)f(z), f ( ) , relatifs respectivement aux points
f)

singuliers des fonctions f(z) et

1
fl@)
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vérifiées uniformément dans les intervalles indiqués, quelque petit que soit ¢, et si
| f (z)| reste d’ailleurs au-dessous d"une limite finie sur les cercles c,, on trouve, par
le méme raisonnement que ci-dessus, en utilisant le dernier théoréeme dun® 17,

f(2)
(25) fx) = —<A+B) &( Z)

Considérons encore le cas ot1 f(z) est une fonction impaire, telle que le quotient
fz)

V

tende uniformément vers zéro pour 0 < 1 < 27 lorsque v croit indéfiniment.

f@)

Jedis quelerésiduintégral de =% réduit a zéro, de sorte qu’on pourra appliquer
la formule (24) en y faisant AZ0.En effet, on a

f)) 1 va z,) " z,f(z)
&( )_E‘f; d¢__‘£ 2 dlpr

zZ—X z5 — x?

et, sous la condition indiquée, cette derniere expression a évidemment pour limite 0
lorsque v tend vers I'infini.
Dans le cas ot f(z) n"admet que des poles simples, a1, a,..., 4,, ..., on aura

(Z) <

A, étant le résidu de f(z) relatif au podle a,. Mais il importe de remarquer que,
dans cette série, on doit réunir les termes en groupes comme l'indique 1'égalité (2),
c’est-a-dire en comprenant dans un méme groupe les termes provenant des poles
compris entre deux cercles consécutifs dans la suite ¢, ¢y, ....

20. Appliquons les considérations précédentes a la fonction

D, sinmz
zZ)=Tmcotriz= —.
f( ) SIN 71z

La fonction sin 1z admettant les points z = 0, £1, +2, ... comme zéros simples,
ces mémes points seront, d’apres le n® 11, pour f(z) des podles simples de résidu 1.
La fonction f(z) est d’ailleurs impaire et, d’apres la note de la page 30, son module
restera au-dessous d’une limite finie sur les cercles c,, sil'on prend r, = v — >

On peut donc appliquer la formule (24) en y faisant A = 0, et I’'on trouve ainsi
la formule connue

o0

1 1 1
tix=—+ =—+2 _
Tecotmx X Z( x+v) X le:x2—v2

v=1
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Soit, en second lieu,

eIZZ
-1

f(z) = 0<a<).

En prenant r, = (2v—1)7, nous savons, d’apres la page 31, que le module |f(z,)
reste au-dessous d’une limite finie sur les cercles c,, et que l'égalité lim f(z,) = 0

est vérifiée uniformément pour

Tt Tt
——+e<yPp<o—c¢

2 Y 2

et pour
T 3n
—te<yP<—-—c¢
2 Y 2 !

quelque petit que soit €. On aura donc I'égalité (24) avec A = 0, ce qui donne

+n ;
ax 27iva
e

=i S 1).
ex—1 nlzrorl;x—Zniv O<a<d)

Sia =0, on aura

lim f(z,) = -1 pour g+s<1,l)<37n—€,

les autres conditions étant les mémes que ci-dessus. Dans ce cas, on doit donc
appliquer l'égalité (25) en y faisant A = 0, B = —1, et 'on trouve ainsi

1 1.1, i 1
=—c4+-4+2x) ———.
er—1 2 x — X% + 4%y
Comme derniere application, proposons-nous, en suivant toujours Cauchy, de
décomposer la fonction entiére
F(z) =sinz —azcosz,

ot a désigne une constante, en un produit de facteurs primaires.
A cet effet, mettons F(z) sous la forme

tang z
F(z) = —azcosz(l— ),

az



38 CHAPITRE II.

et décrivons, de l'origine comme centre, des cercles ¢, derayonsvn (v =1, 2, ...).
Des que v dépassera une certaine valeur vy, on aura (Cf. la note page 30)

tang z

sur ¢,
az
et il en résulte, d’apres le théoreme de la page 21, que la fonction F(z) a, dans le
cercle c,, autant de zéros que la fonction z cos z, ¢’est-a-dire 2v + 1 zéros. Donc F(z)
admet, en dehors de l'origine qui en est un zéro simple si 'on suppose a # 1,
une infinité d’autres zéros, deux a deux égaux et de signes contraires, que nous
désignerons par +A;, +A,,..., £A,, .... D’ailleurs, v > vy, les zéros +A, seront
compris entre les cercles c,_; et c,.
Cela posé, formons la dérivée logarithmique de F(z) :

1-a

. + tang z
F(z) (1-a)cosz+azsinz  az &
Fz) sinz —azcosz "~ tangz 1
az
. . . F(2) .
Cette derniére expression met en évidence que le module de e reste inférieur

a une quantité finie sur les cercles c,, au moins pour v > vy, et, comme c’est
d’ailleurs une fonction impaire de z, les résultats établis au n° 19 nous permettent

d’écrire
Fz) 1 +« ( 1 1 )
= -+ + .
F(z) «x Zl" x—=A, x+A,
En intégrant cette égalité et en observant que F'(0) = 1 — a4, on en déduit
I'expression cherchée

2

sinx —axcosx = (1 —a)xH (1 — %)
1 v

21.  Si les considérations qui précedent ne s’appliquent pas a la fonction
donnée f(z), il sera parfois possible de trouver une fonction rationnelle ou méro-
morphe x(z), se réduisant a I'unité pour z = 1 et telle que les conditions énoncées
au n° 19 soient vérifiées pour le produit f (z)X(z), quel que soit x (*). Le résidu
intégral de 1'expression

f@x(%)

(26) %
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aura alors une valeur finie qui dépendra en général de x, p(x), et, comme le résidu
de cette expression au point z = x est égal a f(x), on en déduit

(f @) X( )

27) f) =) +&

Supposons par exemple qu'il soit possible de choisir les cercles c, de telle sorte
que l'égalité
im

V=00 Zg

=0,
ou p désigne un entier positif, ait lieu uniformément pour
0=y £2m.
Dans ce cas, il suffit de prendre x(z) = z77, car 'expression (26) devient alors

f@)

¥ z—x

et, en vertu de ’hypothése admise, elle aura donc zéro pour résidu intégral, quel
que soit x. Par suite, 1’égalité (27) nous donne

=& (@)

x—z\ zF

Admettons en particulier que les poles a1, a,, ... de f(z) soient tous simples
et distincts de 1’origine, et soit A, le résidu du pole a,. Dans ce cas, le résidu de

I'expression
X f2) 1 «x xP 1
X—z zF f()( TR T

relatif au pole a, est égal a

A, (xV 1 1 x xP 1
- (—) =A, +— S ,
x—a,\a, xX—-a, a, a; ak,

M Cauchy a fait cette remarque (CEuvres, série I, t. VIII, p. 114, 381), sans toutefois en tirer grand
profit. Pour le sujet que nous traitons ici, voir HermrTE, Cours d’Analyse, 4¢ édition, 10° Lecon ;
Picarp, Traité d’Analyse, t. 11, Chapitre VI; Borev, Legons sur les fonctions méromorphes, Chapitre IV.
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tandis que son résidu a l'origine est, d’apres 1'égalité (7), page 8,
xP 1

-1V

de sorte que la fonction f(x) sera représentée par 1’'expression

fO)+ f/Ox +--+ f25(0)

xP 1 = A, (xV
= £(0) + f'/(O)x + - -- + fP " D(0)——c + - (—)
f0) = f0) + £Ox f00 lex—av o
Dans cette derniere somme, on doit d’ailleurs réunir les termes en groupes
comme nous l’avons expliqué plus haut.

II. — Calcul de quelques intégrales définies.

22. Le calcul des résidus constitue la source naturelle des intégrales définies,
et Cauchy en a tiré des méthodes générales qui lui ont fourni toutes les intégrales
obtenues antérieurement et une multitude d’intégrales nouvelles (*). Nous devons
nous borner ici a rappeler briévement les plus importantes de ces méthodes, en
les illustrant par quelques exemples caractéristiques.

Nous commencons par tirer de la formule connue

(1) foo e dz = Rl
0 2

quelques résultats dont nous aurons a faire usage plus loin.
i - 312 S 72 p
Posons z = pe“ﬂ et considérons 1'intégrale f e dz étendue au contour du

secteur formé par ’axe réel positif, le rayon d’argument ¢ = g, et1’arc S du cercle
|zl = R compris entre ces deux droites. La valeur de cette intégrale est égale a zéro,
quelque grand que soit R, puisque la fonction e est partout holomorphe. Or je
dis que l'intégrale prise sur I'arc S s’évanouit lorsque R croit indéfiniment. En effet, le
module de cette intégrale est inférieur a

Tt e

f‘l e—R2cosz¢Rd¢ = 1f2 e—R2c0s¢Rd¢,
0 2 Jo

(*) En dehors du Mémoire déja cité de 'année 1814, on consultera en particulier : Journal de I'Ecole
Polytechnique, Cahier XIX, 1823, p. 571-592; (Euvres de Cauchy, série II, t. VI, 1826, p. 256-285, et,
avant tout, 'Ouvrage intitulé Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites imaginaires
(1825), dont une traduction allemande vient d’étre publiée par M. Stackel.
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s . el s PR Tt
et, en désignant par 4 un nombre positif inférieur a 5/ ona

(1
2 _R2 )
fe R COS¢Rd¢<€ R cosaf Rdl,b —aRe R cosa’
0 0
expression qui s’annule évidemment pour R = oo, et, d’autre part,

(1 _ e—R2 COSLZ),

fz e RPOsUR < .1 f2 e RSV R sin dyp =

. sina Rsina

d’ot1 résulte la proposition énoncée.
Par suite 'intégrale (1), prise le long de 1’axe réel positif, aura la méme valeur

que sil’ony prend pour chemin d’intégration le rayon d’argument g, et, en posant
i

dans ce dernier cas z = ¢* p, d’ott 7% = ipz, on aura donc
i

) f e dp=et v
0 2

ou encore, en séparant les parties réelles et imaginaires,

j:o cos(p?)dp = jom sin(p?)dp = %\/7

z
2
De l'égalité (2) on déduit, en remplagant p par a (t + a%),

+00 \/_ 7'(i+l,b2

_ig2f2 _oj T3 T2

f piat 21btdt: e 4 .
a

o]

et, en ajoutant a cette égalité celle qui en résulte en changeant b en —b, on obtient
une formule qui nous sera utile :

i .b?

o -— ti—
3) f e cosdbtdt = Y 4P
0 2a

23. Voici maintenant une méthode aussi simple que féconde, et dont Cauchy
a fait un usage continuel dés ses premieres recherches sur ce sujet. Supposons que
la fonction f(z) soit uniforme et ne présente qu'un nombre fini de points singuliers
dans le demi-plan P; situé au-dessus de 1’axe réel, en étant d’ailleurs holomorphe
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sur cet axe, et soit R un nombre positif assez grand pour que les points singuliers
en question soient tous intérieurs au cercle décrit de 1’origine comme centre avec
le rayon R. En désignant par Cy 1’arc de ce cercle compris dans le demi-plan P;, on
aura alors, par le théoreme fondamental du calcul des résidus,

+R
[ ) f(z)dz + ) f(z)dz:2ni£P1(f(z)),

et, dans les cas ou est vérifiée la condition
4) lim | f(z)dz=0,
R=c0 Cr

on en conclut, en faisant tendre R vers 'infini,

(5) f ) f@ydz =2mif, ().

On trouverait de méme, sous des conditions analogues,

(5) f - f(z)dz = —2ni£P2( f@)-

P, désignant le demi-plan situé au-dessous de 1’axe réel.
La condition (4) est certainement remplie si 'égalité

(6) lim R f(R ¥y =0

a lieu uniformément pour 0 £ ¢ £ m. Il en résulte, en particulier, que la formule (5)
est applicable toutes les fois que f(z) est une fonction rationnelle, holomorphe sur
I'axe réel et admettant le point a 1'infini comme zéro du second ordre (ou d’ordre
supérieur), ou bien le produit d'une telle fonction par une expression de la forme

7) [(z=z1)" (z=22)" -] {[IOg(Z —z)]P [log(z — z)]” - -- },

ol zy, 2y, ... sont les affixes de points situés au-dessous de 1’axe réel, et ot1 la partie
réelle de la somme a; + a; + - - - est inférieure a I'unité (ou méme égale a 1'unité, si
la partie réelle de la somme f; + 3, + - - - est négative).

Mais I'hypothese (4) est encore vérifiée sil'on a

®) tim [ RJfRe") dy =0,
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condition qui est évidemment plus générale que (6). On en déduit, en particulier,
que la formule (5) est applicable pour

f(2) =" p(2),

si 'on suppose la constante a positive et I'égalité }{i_m p(ReY) = 0 vérifiée unifor-
mément pour 0 £ ¢ £ 7, ¢(z) jouissant d’ailleurs, dans le demi-plan P; et sur I'axe
réel, des propriétés indiquées au début de ce numéro.

En effet, en désignant par ¢(R) le maximum de |g0(R ei‘P)| pour 0 £ 1 £ 7, on
aura

f RR [f(Re™)| dy < e(R) f nRe‘“RSi“‘P dy.
0 0

Or l'intégrale qui figure au second membre, et qui peut s’écrire

T

2f2 Re—aRsinlp dw,

0

reste au-dessous d’une limite finie quel que soit R, car, en désignant par b un
nombre positif inférieur a g, ona

Tt

fE Re—aRsimp d’jb < (g _ b)Re—uRsinb’

b

expression qui s’annule pour R = oo, et d’autre part

(1 _ e—uRsinb).

b b
f Re™™Rsiny gy < p— f eV R cos ¢ dyp =
0 0

cos acosb

Comme d’ailleurs, par hypothése, ¢(R) s’évanouit pour R = oo, on voit bien
que la condition (8) est remplie et que, par suite, la formule (5) est applicable dans
I'hypotheése considérée.

Onpourra, par exemple, choisir pour ¢(z) une fonction rationnelle, holomorphe
sur l'axe réel et admettant le point a l'infini comme zéro du premier ordre (ou
d’ordre supérieur), ou bien le produit d"une telle fonction par une expression de la
forme (7), les points zy, z,, ... étant situés dans le demi-plan P, et la partie réelle
de a; + ay +- - - étant inférieure a I'unité (ou méme égale a I'unité, si la partie réelle
de la somme f; + 5, + - - - est négative).
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On trouve, par exemple, en désignant par r une constante dont la partie réelle

est positive,
+00 £z +00 £z
f _ dz = 2mie™, f _dz=0
o ZIF oo ZHIT

et, en formant la somme et la différence de ces deux égalités, on en déduit les

formules de Laplace
® zsinaz * zcosaz T
a2 | ErpdE=ge
0 z°+r 0 Z=+T 2

24. Voici une autre méthode générale dont Cauchy (*) et Hermite (*) ont fait un
usage étendu, et sur laquelle nous aurons d’ailleurs a revenir au Chapitre suivant.
En posant z = 7 + it, admettons que la fonction f(z) soit uniforme et ne présente
qu'un nombre fini de points singuliers dans le domaine B, défini par les inégalités
a<1<b,t>0,en étant d’ailleurs holomorphe sur le contour de ce domaine, et
admettons en outre que la condition

9) ltl_m f(r +it) = Hy, (H1 = const.),

soit vérifiée uniformément poura < 7 £ b.

Prenons un nombre positif 6 assez grand pour que les points singuliers de f(z)
compris dans B; soient tous intérieurs au rectangle retranché de ce domaine par
la droite t = 6. En intégrant la fonction f(z) autour du périmetre de ce rectangle,
on aura l'égalité

b 5
f f(n)dr =i f [fa+it)— f(b+it)] dt
(10) a 0

b
+ f f+idydt+2ng (f@)

on en déduit, en tenant compte de I'hypothese (9),

b . ~ . .
fu f(r)dt = zfo |fla+it)— f(b+it)]dt
+(b-oH, +2mif, (f@).

M Voir en particulier CEuvres, série |, t. I, 1825, p. 235-285.
(%) Cours d’Analyse, 13° Lecon.

(11)
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Dans le cas oti1a fonction f(z) admetla période b—a, le premier terme disparaitra
du second membre de cette formule.

En supposant des conditions analogues a celles qui précedent vérifiées dans
le domaine B, symétrique de B; par rapport a 1’axe réel, on trouve une formule
analogue a (11) et que nous nous dispenserons d’écrire ici.

Appliquons cette méthode au cas o l’'on a

z

f(z) = - a=-m, b=m,

u étant une quantité réelle et positive. La fonction f(z) admet pour poles les points
z =1logu +2mnv v=0,%1,+£2,...).

Dong, si u > 1, le pole ilogu sera intérieur a B;, tandis que ce domaine ne com-

prendra aucun pdle de f(z) lorsque u < 1. Il en résulte que le dernier terme de
2nilogu

I'expression (11) est, dans le premier cas, égal a et, dans le second cas, a

Z€ro.
D’autre part, on trouve

271

fa+it) = fbo+it) = -5

+et’

d’otril résulte, par un calcul élémentaire, que le premier terme de I'expression (11)
a pour valeur

27
- log(1 + u).

Comme, d’ailleurs, H; = 0, nous pouvons donc conclure de la formule (11) que

I'intégrale
f A
- u — e—iZ
u ) 271

) . 2mi N 1 . ,
—_ —— —_— > <
est égale a ” log(1 —,Joua— log(1 ~ u), suivant que l'onau > 1ouu <1, et,

en séparant les parties réelle et imaginaire, on en déduit pour l'intégrale
" zsinzdz
o U*—2ucosz+1

la valeur S log 1%, siu > 1, etla valeur % log(1+u),siu<1.
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Calculons encore, par la méme méthode, la valeur de l'intégrale

1
(12) f log(sin 1tz) dz,
0

qui nous sera utile plus loin, et, dans ce but, appliquons la formule (10) en y faisant
a=0,b=1, f(z) = log(sinmnz). On s’assure en effet aisément que cette formule
reste applicable lorsque la fonction f(z) devient infinie aux points a et b, pourvu
que son ordre d’infinitude y soit inférieur a 'unité, comme dans le cas présent. On
trouve, par une discussion élémentaire,

sin 7it

— | =+,
sint(1 + it) "

fla+it)— f(b+it) = log[

d’ou il résulte S
i f |fla+it)— f(b +it)]dt = —mo,
0

et, d’autre part, on déduit de I’égalité sin iz = %(emZ — ¢7T)

sinmi(z +if) = Le™ 1+ e(8)] (),

d’ou .
f(r +id) = %’ —log2 + 16 — miT + £(5)

et, par suite,
b
f f(t +10)dt = 16 —log 2 + £(0).

Comme, d"ailleurs, dans1’hypothese actuelle, le dernier terme de la formule (10)
est nul, nous pouvons en conclure, en faisant tendre 6 vers l'infini, que la valeur de
l'intégrale (12) est égale a —log 2.

25.  Soit encore a calculer l'intégrale

f 2 lop(2) dz,
0

a étant une constante dont la partie réelle est positive et inférieure a un, et ¢(z) une
fonction rationnelle, s’annulant a I'infini et holomorphe a I'origine et sur 1’axe réel
positif.

(!) Pour éviter des redites incessantes, nous conviendrons dés maintenant de désigner indif-
féremment par (t), €(9), ..., toute fonction tendant vers zéro lorsque ¢, J, ... tendent vers l'infini.
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Tragons de 1'origine comme centre un cercle c de rayon ¢ et un autre cercle C
de rayon R, de telle sorte qu’ils comprennent entre eux tous les poles de ¢(z), et
désignons par S le contour fermé qui se compose de ces cercles et des deux bords
d’une coupure menée suivant I’axe réel positif. On aura

fz“'l(p(z) dz = 2ni£za'1(q0(z)),
s

la somme £, s’étendant a tous les poles de ¢(z).

Faisons maintenant tendre ¢ vers zéro et R vers l'infini. Les parties de l'intégrale
ci-dessus qui sont relatives aux cercles ¢ et C, tendront vers zéro, en vertu de
nos hypothéses. Comme d’ailleurs z7~1 = ¢~ D82 et que log z augmente de 27i
lorsqu’on passe d’un point du bord supérieur au point correspondant du bord
inférieur de la coupure, le premier membre de 'égalité précédente deviendra

_ g2in f 0(2)dz,

et, par suite, on trouve pour l'intégrale donnée 1'expression

* 27
a-1 _ a-—
(13) fo 2 lp@)dz = = £ (p@).
Pour ¢(z) = %, on obtient la formule, due a Euler :

© a-1 .
2 iz = _2m _prila=1) — Tt
o 1+z 1 — g?mia sin 7ta

En différentiant 1'égalité (13) n fois par rapport a la constante 4, on trouve la
valeur de l'intégrale

f‘” Z*~(logz)"p(z) dz.
0

D’autre part, si ¢(z) admet le point a l'infini comme zéro d"un ordre 2 2, les
résultats précédents seront valables poura = 1+¢,dés que 0 < € < 1, et, en faisant
tendre ¢ vers zéro, on en déduit les formules

f P(z)dz = hm{ 271217“& {,Z'S((P(Z))}

[ o082z = timp {20 Ex(pia)}.
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On trouverait, par exemple,

* (log z)? 3
[ ( ggdz:hmD@(Lm):“_.




CHAPITRE III.

FORMULES SOMMATOIRES TIREES DU CALCUL DES RESIDUS.

I. — Recherches de Cauchy. Transformations diverses des formules générales.

26. Lecalcul desrésidus permetd’exprimer par une intégrale définiela somme
des valeurs que prend une fonction analytique f(z) pour des valeurs entiéres
successives de la variable z. En effet, on a vu (p. 36) que la fonction 7 cot 7z admet
tout nombre entier v comme pole simple de résidu un, et il en résulte que la
valeur f(v) est égale au résidu de l'expression 7 cot niz f(z) relatif au point z = v,
pourvu que f(z) y soit holomorphe. Tragons donc un contour fermé simple C
enveloppant les points m, m + 1, ..., n, mais laissant a I'extérieur tout autre point
dont l'affixe est un nombre entier, et supposons que, a I'intérieur de ce contour, la
fonction f(z) soit uniforme et ne présente qu'un nombre fini de points singuliers,
distincts des points m, m+1,..., n, en étant d’ailleurs holomorphe sur C. Dans ces
conditions, on conclut du théoréme général des résidus, en utilisant la notation
qui a été expliquée page 35,

(1) % ‘fchOt niz f(z)dz = Zf(V) + {,Cﬂ cot ﬂZ(f(Z)>,
d’ou
) Zm: fv) = ZLT(Z j;n cotmzf(z)dz — &Cn cot nz(f(z)),

Si, en particulier, la fonction f(z) est holomorphe a l'intérieur de C, le dernier

terme de cette égalité disparaitra.

En observant que le résidu de la fonction —

prpm—s relatif au pole z = v est égal
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a (-1)", on arrive de méme a la formule

n

©) Y0 = 5o [ T fed - & (),

— 27t sin 1tz Csin 1z

les hypotheses restant les mémes que ci-dessus.

Les formules qu’on vient d’écrire conduisent facilement a la sommation de
certaines séries particuliéres, renfermant un nombre infini de termes (*).

Soit, par exemple, f(z) une fonction rationnelle ou méromorphe, telle que le
résidu intégral de l’expression 7 cot iz f(z) s’annule (voir le n® 17). En prenant pour
le contour C un cercle ayant 1’origine comme centre et en faisant croitre indéfini-
ment le rayon de ce cercle par des valeurs convenablement choisies, 1'intégrale (1)
tendra vers zéro, de sorte que 1'égalité (2) deviendra

(4) Z f(v) ==& mcot nz( f (z)).

Si le résidu intégral de 1’expression anz f(z) se réduit a zéro, on déduit de
méme de 1'égalité (3) la formule

(5) Y 0 f0) = & ——(f@).

sin 1tz

On suppose, bien entendu, que les séries qui figurent dans les égalités (4) et (5)
soient convergentes et que leurs termes soient réunis en groupes comme l'indique
I'égalité (2), page 28.

1
sin 7tz
les cercles |z] =v—3,v =1, 2, ... (voir la note de la page 30), on peut conclure des
résultats établis au n°® 17 que les conditions énoncées ci-dessus sont vérifiées toutes
les fois que f(z) est une fonction rationnelle admettant le point a 1'infini comme
zéro d’un ordre = 2. Dans ce cas, les séries (4) et (5) seront d’ailleurs absolument
convergentes.

Si f(z) est une fonction rationnelle ayant z = co comme zéro simple, on pourra

Comme les modules |cot 71z| et ‘ ‘ restent au-dessous d’une limite finie sur

l’écrire sous la forme f(z) = é + @(z), A étant une constante et ¢(z) une fonction

rationnelle admettant z = oo comme zéro d’un ordre = 2. Comme les résidus

S . cotmz 1
intégraux des expressions . et

Tons S€ réduisent a zéro, puisque leurs termes
S 7t

(1) Cf. GEuvres de Cauchy, série 11, t. VII, 1827, p. 345-362.
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se détruisent deux a deux, il en sera de méme, d’aprés ce que nous venons de
. P . . . Tt .

dire, des résidus intégraux des expressions 7 cot zf(z) et prpm—s f(z) et, par suite,

les formules (4) et (5) seront encore applicables, en réunissant toutefois, dans la

série (4), les termes correspondant a des valeurs égales et de signes contraires de
I'indice v.

L’égalité (4) nous donne, en faisant par exemple f(z) = ﬁ,
- 1
_fo (x +v)?  sin’rx’
et, pour f(z) = Pl
=1 1 1 mcotmz 1 n eﬂ\/g+e_ﬂ\/g

Ymw s w il w e

0
e Vb —_p b

La formule (5) reste valable si 1’on pose f(z) = ¢(z) sinaz ou f(z) = ¢(z) cosaz,
@(z) étant une fonction rationnelle s’annulant a l'infini et a une constante réelle
comprise entre —7t et 7. En effet, en remplacant les fonctions trigonométriques par
des exponentielles, on constate aisément (Cf. la note p. 30), que les expressions

sinaz cosaz

sin 7z

sin 7tz

restent au-dessous d’une limite finie sur les cercles

d=v-3 (v=12..)

et, d’autre part, que ces mémes expressions tendent uniformément vers zéro
lorsque le point z = pe" tend vers l'infini en restant intérieur a l'un des an-
glese <y <m—¢,m+e <P <2m—¢, ¢ étant un nombre positif aussi petit que 1'on
voudra. Comme le module |Z(p(z) , par hypothese, reste inférieur & une quantité
finie & partir d"une certaine valeur de |z|, ces mémes remarques seront applicables

au produit de I'une quelconque des expressions

@(z)sinaz et

. : Z)cosaz
S 7tz sm 7z (P( )
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par le facteur z, et, d’apres le n° 17, les résidus intégraux de ces expressions se
réduiront donc a zéro, ce qui justifie notre assertion. On aura par suite, sous les
conditions énoncées,

sinaz

Zl‘ (-1) [go(v) - (p(—v)] sinva = -1, = nz(qo(z)),
- y 3 cosaz
¢(0) + le (-1) [(p(v) + (p(—v)] cosva =-ng, pr— (go(z)).
On trouve, par exemple, pour ¢(z) = " i o
i(_l)vvsinva _ Tsinax
- x2 -2 2sinmx’
= , cosva 1 TU COS ax
le D) 2= " s

Dans certains cas, les formules (4) et (5) permettent de transformer une série
donnée en une autre dont la convergence est plus rapide. Ainsi, en faisant dans (5)

f(z2) = m, a étant une constante réelle quelconque, Cauchy en déduit

- v 1 1 v v

Y (-1)" =Y (D
( ) erav _ p—mav 41ta a2 ( ) w _mv

1 1 ell —e a

I'égalité

Pour les petites valeurs numériques de 4, la convergence du second membre
est évidemment trés rapide, tandis que le premier membre converge lentement.
27.  Nous allons maintenant transformer les formules générales établies au
début de ce Chapitre, en commengant par la formule (2). Pour simplifier, nous
supposerons d’abord la fonction f(z) holomorphe a l'intérieur du contour C, de
sorte que le second membre de cette formule se réduit a son premier terme.
Soient a et 5 les points ou C est coupé par 1’axe réel

(6) m—1l<a<m, n<f<n+l,

et désignons par a)’f la partie supérieure et par ay”f la partie inférieure de ce

contour. Nous laissant guider par cette observation que % cot iz tend vers —1 dans
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la direction de 1’axe imaginaire positif et vers +1 dans la direction opposée, nous
substituerons, dans le second membre de la formule (2),

1 2
H cotrz =-1- ] sur l'arc ay’ 8
et
! cotmz= 1+ 2 sur l'arc ary”
i - e2miz — 1 Y ‘B '
Par ces substitutions, I'expression en question devient
1 1 f(z)dz f(z)dz
= flz)dz — = f f(z)dz + — — ——
2 a)’,,ﬁ 2 ﬁ)/,a a)’,,ﬁ 62 - 1 ﬁyra e 2 - 1
Orona,enposantz = 7 +it,
p
(7) f(z)dz = —f fz)dz = f f(r)dr,
ay”p By'a a

puisqu’on suppose la fonction f(z) holomorphe a l'intérieur de C; la formule (2)
prendra donc la forme suivante :

n s J p
o Lo [oee [ B2% [ A2
m a ay’

2miz . 1°
a)///‘B e T ].

Prenons, en particulier, pour le contour C un rectangle symétrique par rapport
a l’axe réel et dont les cotés verticaux passent respectivement par les points z = a
et z = . En désignant par 20 la hauteur de ce rectangle, la formule (8) deviendra

n B
©) Y100 = [ e 1,0 - 165,0) + RO)

en posant, pour abréger,

T+i0 T—i0
_ f(z)dz f(z)dz
I(r,0) = f; e—2miz _ 1 + j; e2niz — 1’

B P f(r+id)dr P f(t—id)dt
R((S)—fa —1+f —_—

p—2miT + 215 _ R e2mit+2m6 _ | :
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La formule (9) se simplifie dans le cas ot sont vérifiées les conditions suivantes :

1° La fonction f(z) est holomorphe pour o £ T £ 3, quel que soit t;
2° L'égalité

(A) lim e 2V f(x +if) = 0

a lieu uniformément pour a < © £ p.
En effet, dans ces conditions, la formule (9) reste valable quelque grand que
soit 6 et, lorsque 6 croit indéfiniment, R(6) tendra vers zéro, de sorte qu’on obtient

n 3
) Y500 = [ fede+ timia,0) - 15,0]

Resserrons davantage les hypotheses en supposant que :

1° La fonction f(z) est holomorphe pour © Z a, quelque soit t;

2° La condition (A) est vérifiée uniformément pour o« £ © < f, quelque grand que
soit 3;

3° La fonction f(z) est assujettie a la condition

+

(B) lim e | f(r +it)| = 0.

La formule (I) subsistera quelque grand que soit 1, et comme 1’on a, en posant
ﬁ:n+1,z:ﬁ+it,

2
@ |f( + i) "0 .
1(,6 d “n dt,
|mﬂ<f t<Lf |f(B +it)| dt

-5 e2n L 1

on voit que l'intégrale I(B, o) a un sens et qu’elle tend vers zéro lorsque n ou f
augmente indéfiniment, de sorte que la formule en question deviendra

w  Ysw= [ rows [0 [T IOE

si la série qui figure au premier membre est convergente, et, si cette série diverge,
n n+%

mﬁZﬁm—f fmm]

n=o0o p a

~ wHE - f(z)dz a0 f(z)dz
- . e—271iz -1 + . eZniz -1 :

(D),
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28. Nous introduirons des maintenant certaines notations dont nous aurons a
faire un usage continuel dans la suite de cet ouvrage. En écrivant toujours z = 7 +it,
nous poserons

1 )
(10) m = \I](T, t) + ZX(T, t),
d’ou
cos2mt — e~ 2t
\II(T’ t) = 27t —2nt’
(1) et — 2 cos2mT + e

sin 21t
e2t — 2 cos 2T + =2’

et, d’autre part,
1

put) =5 |fx+it) + f(r—it)],
awt) = o[ fl+ i - flr—it)],

de sorte que p(7, t) et iq(7, t) représentent respectivement les parties réelle et imag-
inaire de la fonction f(7 + it), dans le cas ou celle-ci est réelle pour t = 0.
Avec ces notations, le premier terme de 'expression I(7, 6) s’écrit

(12)

0
i fo [p(’[, £ +ig(t, t)][‘y(’l’, £ +iX(1, t)] dt,

et comme le second terme se déduit du premier en changeant i en —i, il en résulte

5
I(t,0) = —2f Q(t, t)dt,
0
ou

(13) Q(t,t) = p(t,t) X(t, t) + q(7, 1) P(7, 1).

On pourra donc écrire les égalités (I) et (II) sous la forme

n ﬁ 00
) Y. 50)= [ foae=2 | [oen- Q0]

() Y fo) = |RGLEE: | Qe ndt,
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Dans le cas o1 'on a

oz—m—1 ou ﬁ—n+1
B 2 B 2’

ces formules se simplifient, en vertu de 'égalité

"
(14) Q(v + %t) - qf;; 1)

qui a lieu pour tout nombre entier v.

29. Lesformules qu’on vient d’établir supposent essentiellement les nombres
a et f compris entre les limites (6), et doivent étre modifiées si 1'une de ces limites
est atteinte.

Faisons d’abord tendre a vers m—1, et cherchons la modification qui en résultera
pour la formule (9). Pour simplifier le calcul, nous allons reprendre un moment
'égalité (8), en choisissant le contour d’intégration comme l'indique la figure ci-
dessous, ot les arcs ¢’ et ¢”” font partie d'un cercle décrit du point m — 1 comme
centre avec le rayon ¢, et ot 'on a

a=m-1+c¢, a=m-1+ie, V=m-1+1i),
a’'=m-1-1ig, b’ =m—-1-1d.

Le contour C étant ainsi choisi, on doit d’abord substituer m — 1 a a dans le
terme R(5) de I'égalité (9), et, d’autre part, les deux intégrales qui figurent dans
I'expression I(a, ) doivent étre prises respectivement le long du chemin aa’b’ (com-
posé del’arc ¢’ et du segment rectiligne a’b’) et le long du chemin symétrique aa”b”.

Fig. 2.
b/
I
C |
b// |

La somme des intégrales relatives aux segments a’b’ et a”’b” s’écrit, en posant
z =m — 1 +it, et en utilisant la notation (12),

if fm—=1+it)— f(m—-1 Zt)dt:— qg(m—1,t)

ezT[t — 1 . ezﬂt — 1 dt.
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Sur 'arc ¢’ on a

f& 1 fl@

e2niz — 1 2miz—(m—1) ¢

le module de ¢(z) restant au-dessous d’une limite finie lorsque ¢ décroit vers
zéro. Il en résulte que l'intégrale prise le long de cet arc et qui s’écrit, en posant
z—(m—-1)=c¢ev,

—sz f(m—1+eei¢)dyb+ief2 @(z) e di,
21 J, 0

tend vers _411 f(m — 1) lorsque ¢ s’annule, et un raisonnement identique montre
qu’il en est de méme de l'intégrale prise sur l'arc ¢”’. Donc la somme de ces deux
intégrales aura pour limite —% fm-1)(".

On voit, en somme, en choisissant le contour d’intégration comme il a été dit et

en faisant ensuite tendre ¢ vers zéro, que I'égalité (9) subsiste encore pour @« = m—1,
a condition de poser

1 ° (m_llt)
I(m—l,é)z—if(m—l)—Zf quﬂt—_ldt
0

En modifiant le contour comme l'indique la ligne marquée dans la figure en
pointillé, et en faisant ensuite s’évanouir le rayon du demi-cercle, on conclut de
méme que l'égalité en question subsiste aussi pour a = m, si 'on pose

1(m,6) = 2f(m) ~2 Zfﬁ_)l

dt.

Des remarques analogues s’appliquent al’expression I(f, 6), lorsque lenombre 8
tend vers I'une ou l'autre des deux limites entre lesquelles il est compris.

Les résultats qui précedent permettent de modifier de différentes manieéres les
formules établies aux n® 27 et 28.

(1)1l importe d’observer, en vue d’applications ultérieures, que ce résultat repose sur la seule
hypothese que la fonction f(z) prend une valeur finie et déterminée au point z = m — 1 (qu’elle y
soit holomorphe ou non), de telle sorte que la différence f(z) — f(m — 1) tende uniformément vers

m
zéro avec € pour 5 = Y < 7
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Ainsi, en faisant dans 1'égalité (9) @ = m, f = n, 6 = 0o, on en déduit la formule

Z £ = 5[ fom + s

* q(ml t) - I](Tl, t)
+‘fm f(T)dT—zﬁ o dt,

qui subsiste lorsque les deux premieres conditions de la page 54 sont vérifiées
poura =m,f = n.

Si les trois dernieres conditions de la page 54 sont remplies pour @ = m, on
pourra faire croitre indéfiniment le nombre n dans la formule précédente, et 1'on
trouve alors

— 1 *° * g(m,t
av) Zm: f) = 3fm) + fm f@de-2 | e‘lg”_)ldt.

(IIT)

Dans le cas ou1 lesdites conditions se trouvent vérifiées pour a« = m — 1, on aura
aussi

v) Zf(v) ——f(m 1)+ ffT)dT f”’ _“) L

formule qui reste encore valable dans le cas ou f(z) présente au pointz =m —1le
caractere indiqué dans la note de la page 57.

Si la série qui figure au premier membre des deux dernieres formules était
divergente, on devrait les remplacer par d’autres analogues a (II),.

30. Appliquons a la fonction f(x + z) la formule (9) en posant m = n = 0, et
faisons tendre a vers 0, § vers 1 et 6 vers oo, ce qui est permis si 1’on suppose les
deux premieres conditions de la page 54 vérifiées pour x; £ 7 £ x; +1, x; désignant
la partie réelle de x. En tenant compte des résultats établis au n° 29, on trouvera

1 1
o) = =3[ 7+ D= ] + | fer+
“gx+1,t)—q(x,t)
dt.
+2](; t

eZTlt — 1

1 x
Comme d’ailleurs f . fx+1)dt = fx H f(x)dx, il en résulte que la fonction

1 § “qx, t)dt
(V) Dx) = —5f(x) + f fx)dx +2 N
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(en supposant, bien entendu, que la derniere intégrale ait un sens, ce qui ne résulte
pas nécessairement des conditions de la page 54, et en fixant convenablement la
limite inférieure de la premiére intégrale) jouit de la propriété

D(x + 1) = D(x) = f(x).

En d’autres termes, @(x) est ce qu’on appelait autrefois I'intégrale finie de la
fonction f(x), et qu’on désignait par }. f(x).

31. Voici une autre transformation de la formule (8) qui nous sera utile plus
loin. En y substituant

1 ) ) ) eZyniz
: — 627112 + e4mz 4ot eZymz + : ,
e—2miz _ 1 e—2miz _ 1
15
15) 1 4 . 2z
— — e—Zmz + e—4mz 4ot e—2pmz + — ,
e2niz — | e2niz — |

et en remarquant qu’on a, pour chaque indice v,

. 5 ﬁ
f e f(z)dz + f e f(z)dz = 2 f f(t)cos2vntdr,
ay'p ay”’p @

puisque la fonction f(z) est, par hypothese, holomorphe a l'intérieur du contour
C, on trouve d’abord

n s 7 8
;f(w f ) T+221‘ f F(1)cos 2vmTd

.\ f eZyniz f(z) it f e—Zyniz f(z) "

—2miz _ 270z _
y//ﬁ e 1 V”ﬁ e 1

(16)

Supposons maintenant la condition

lim e~ 2Dl £(7 4 it) = 0

t=+o00
vérifiée uniformément pour a £ v £ f et la fonction f(z) holomorphe dans la
bande correspondante.

En choisissant pour le contour C le méme rectangle que page 52, et en faisant
croitre 6 indéfiniment, on trouve alors que les parties des deux dernieres intégrales
ci-dessus qui sont relatives aux cotés horizontaux de ce rectangle tendent vers zéro,
de sorte que la formule (16) se simplifie.
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Admettons, en particulier, que les conditions énoncées tout a I’heure soient
remplies pour 0 £ 7 £ n; remplacons dans 1'égalité (16) n par n—1 et m par 1'unité,
faisons tendre a vers 0, § vers n et 0 vers oo, et ajoutons aux deux membres le
terme f(0). En suivant fidelement la méthode exposée au n°29, nous trouvons
ainsi la formule dont nous aurons bient6t a faire usage :

n-1

Y50 = 3150 - ]+ [ seorae

(VID) +2 Z f f(7) cos2vmtdr

32. Nous avons établi les formules des n® 27-31 en supposant la fonction f(z)
holomorphe en tout point de la région limitée par le contour d’intégration. Mais
il est facile de voir comment se modifient ces formules dans le cas ol f(z), tout en
restant uniforme dans cette région, y possede un nombre fini de points singuliers.

Pour fixer les idées, supposons que la fonction f(z) présente ce caractere dans
la bande B, définie par les inégalités @ < 7 < f3, et cherchons comment se modifie la
formule (I). Pour arriver a un résultat simple et précis, nous admettrons qu’aucun
des points singuliers de f(z) compris dans B n’est situé sur ’axe réel.

Reprenons alors la formule (2), en choisissant le contour C comme a la page 52,
mais en prenant 6 assez grand pour que les points singuliers dont il s’agit soient
tous intérieurs a ce contour.

Dans 1'hypothese actuelle, on doit d’abord tenir compte du dernier terme de
la formule (2), qui s’écrit —{,BT( cot nz( f (z)), ce qui constitue une premiere mod-
ification du raisonnement donné au n° 27; d’autre part, les égalités (7) devront
maintenant étre remplacées par les suivantes :

f

fa y f@)dz = f fdr-2mi | (f(2),
B

fa y f(z)dz = f f(r)dT + 2m'532( f@),

B, et B, désignant respectivement les moitiés supérieure et inférieure de la bande B.
Le reste de notre raisonnement ne subit aucune modification, et nous arrivons donc
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a cette conclusion que, dans I’hypothése admise ci-dessus, on doit retrancher du second
membre de la formule (I) I'expression

& oot nz(f(z)) + mi {531 (f@)-&,.( f(z))},
laquelle, a 'aide des substitutions indiquées au début du n° 27, peut encore étre

mise sous la forme ( ) ( )
, f(2) f(2)
2i{ oy~ )

Les autres formules subiront des modifications analogues.

33.  Voici une derniére transformation de la formule (2) qui s’opére immé-
diatement, et dont nous aurons a tirer parti plus loin. Supposons de nouveau la
fonction f(z) holomorphe sur C et a I'intérieur de ce contour. Il en sera alors de
méme de sa fonction intégrale F(z), et, en intégrant par parties, on pourra donc
écrire la formule dont il s’agit sous la forme

if ) = ZLm fc (sir71Z nz )ZF(Z) az.

Admettons, en particulier, que les trois dernieres conditions de la page 54
soient vérifiées pour la fonction F(z), et choisissons le contour C comme au n° 27.
En observant que le module de sin7iz se comporte asymptotiquement comme

. 1 . T . .. .
’expression 5¢" I sur toute droite parallele a I’axe imaginaire, on s’assure qu’il est
permis de faire tendre successivement 0 et n vers l'infini, dans 1’égalité ci-dessus,
et 1’on obtient ainsi la formule

(VIIT) i Fv) = —% f o (Sifm )ZF(z) dz,

—j00

a étant un nombre quelconque compris entre m — 1 et m.
34. Passons a la formule (3) et indiquons-en rapidement quelques transfor-
mations, analogues a celles que nous avons fait subir plus haut a la formule (2).
Admettons que la fonction f(z) est holomorphe dans la bande « £ T < 5 et que
'égalité

(A1) tl_1£n e f(r+it)=0

a lieu uniformément pour a <t < p.



62 CHAPITRE III.

En choisissant le contour C comme au n° 27, la formule (3) est alors applicable
quel que soit 6, et devient pour 6 = co:

i (1) f(v)

(IX) S+id a+id -
= 57 lim f o snmz’ <Z)dz‘fa_,.6 sinmz ! (Z”Zl-

Sil’on pose

1 1
= i - =—|W¥ /t + X /t ’
21 Sil’l V4 eniz — p—Tiz [ 1(T ) 1 1(T )]
d’ou
costt(e™ — e ™)
Wi(7,t) = ’
(17) (%) ~2cos 2m e
1 Tt + —T1tt
X,(1, t) = sin7tt(e e™™)

et — 2 cos 2mT + e~2t’

et d’autre part, en se servant toujours de la notation (12), page 55,

(18) Qi(7, 1) = p(t, 1) Xa (1, t) + q(7, 1) Wi (7, 1),

on pourra écrire (IX) sous la forme

() Y0 =2 [ [Qen - i n]ar

Resserrons les hypotheéses, en supposant que les conditions énoncées ci-dessus
sont vérifiées quelque grand que soit f, et que la fonction f(z) est assujettie a la condition

+00

(By) lim e |f(z +it)| dt =

On pourra alors faire croitre indéfiniment le nombre n dans les formules ci-dessus,
et ’on trouve ainsi

n +ico d 00
(X) Z(_l)vf(v):_f. % :—2f0 Qi(a, t)dt.

m —leo
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1 1 Loz
Lorsquea =m —souf =n+z,les formules précédentes prennent un aspect
plus simple, a cause de la relation

(v + L t)
p 2/
eTLt + e—T[t :

(19) Qi(v+3)= 1y

D’autres modifications de ces formules s’obtiennent en faisant coincider a ou f
avec 'une des limites (6). Ainsi la formule (IX) devient, pour @« = m, f = n,

Z( 1y ) = (L L

(-1)"q(m, t) = (=1)"q(n, t)
- d
2f0

eT'[t — e—Tlt

(XI)

et la formule (X), pourm =1, a =0,
- el 1 < q(0,t)dt
En adoptant les notations du n® 27, on pourra écrire la formule (3) sous la forme

suivante :
& d d
Y 1)) = f JO% (f)e_zm - [ LoE

Tz TUZ . p—TUZ
ayp € ay'p e

la fonction f(z) étant toujours supposée holomorphe a l'intérieur du contour C.
Substituons respectivement dans les deux intégrales

K- —2urmiz
1 — e—(Zv + D)miz + et
eniz _ p-Tiz eniz _ p—miz’
0
pl 2UTtiz
1 - _ e(Zv + 1)miz + et .
eﬂl‘Z — e—ﬂiz eT[iZ — e—ﬂiZ’

0
nous obtenons une formule qui nous sera utile plus loin :

u-1

f
(20) Z( 1) f(v) = 22 f (1) cos(2v + 1)mrdr + Ry,
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avec

Ry _ ]a‘ e—Zym’z f(Z) iy ja‘ eaniz f(z) "

. eniz — e—niz , em’z _ e—niz
V"B V'B

Dans le cas ot la fonction f(z), tout en étant uniforme et en vérifiant les autres
conditions indiquées ci-dessus, présente dans la bande B, définie par l'inégalité
a < T < B, unnombre fini de points singuliers, distincts des points m, m+1, ..., n,
on doit dans les formules précédentes retrancher du second membre le terme

{/ & ( f (z)), comme le montre 1'égalité (3).

Bsin iz

35. Notes historiques.—L histoire des formules sommatoires que nous venons d’établir
est des plus intéressantes, et montre clairement avec quelle difficulté les idées générales se
sont fait jour dans 1’Analyse. Nous publierons ici les données que nous avons pu recueillir
sur ce sujet, sans avoir d’ailleurs la prétention d’étre complet.

C’est la formule (VI), page 58, qui a attiré d’abord 'attention des géometres. Elle a été
donnée en 1820 par PLana, dans un Mémoire intitulé : Sur une nouvelle expression analytique
des nombres bernoulliens, propre a exprimer en termes finis la formule générale pour la sommation
des suites (Memorie della Accademia di Torino, t. XXV, p. 403-418). Comme l'indique le titre
de son Mémoire, Plana avait établi cette formule, aussi remarquable par sa simplicité que par
sa généralité, en partant de la formule sommatoire d’Euler, donc par un calcul purement
formel.

Trois ans plus tard, ABeL est de son coté arrivé a cette formule trés remarquable, en
suivant identiquement la méme voie que Plana. Voir la Note : Solution de quelques problemes
a l'aide d’intégrales définies ((Euvres completes d’Abel, édition Sylow-Lie, t. I, p. 11-27), ou se
trouve aussi (p. 27) la formule (XII) du n° 34. Dans une deuxieme Note de 'année 1825 :

n

L’intégrale finie ), (x) exprimée par une intégrale définie simple (ibid., p. 34-39), Abel a donné
diverses généralisations et une nouvelle démonstration de la formule (VI), mais cette
démonstration n’est pas plus rigoureuse que la premiére.

Seule la théorie des fonctions d’une variable complexe pouvait servir de fondement
aux formules qui nous occupent, et, en effet, c’est CaucHy qui, sans connaitre les travaux de
Plana et d’Abel, a donné le premier une démonstration parfaitement exacte des formules
(I) et (III), dans son Mémoire sur les développements des fonctions en séries périodiques, lu a
I’Académie le 27 février 1826 (Mémoires de I'Institut, t. VI, p. 603-612), Mémoire dont nous
aurons a nous occuper ultérieurement. La démonstration de Cauchy, fondée sur la théorie
des intégrales singulieres, et qui est, a un certain point de vue, la plus simple qu’on puisse
donner, fournit immédiatement ces formules sous leur forme générale ; mais cependant
Cauchy les a établies uniquement pour le cas ol la somme figurant au premier membre
se réduit a un seul terme.

Il restait donc encore une lacune a combler, et c’est ce qu’a fait ScHaAr dans un travail
intitulé : Mémoires sur les intégrales eulériennes et sur la convergence d'une certaine classe de



FORMULES SOMMATOIRES TIREES DU CALCUL DES RESIDUS. 65

séries (Mémoires couronnés et Mémoires des savants étrangers publiés par I’ Académie de Belgique,
t. XXII, 1848, p. 3-25), travail qui aurait bien mérité de ne pas tomber dans 1’oubli.

Il en est de méme du Mémoire de GExoccHi : Sulla formula sommatoria di Eulero e sulla
teorica de’ residui quadratici (Annali di Scienze matematiche e fisiche, t. 111, 1852, p. 406—436),
qui renferme des applications importantes dont nous parlerons plus loin, ainsi que d'un
second Mémoire du méme auteur : Intorno ad alcune formule sommatorie (ibid., t. VI, 1855,
p. 70-114), ot sont précisées les conditions dans lesquelles sont applicables les formules
de Cauchy et Schaar.

Citons aussi deux Mémoires de moindre importance, mais ayant rapport au méme
sujet, par TorToLINT : Sopra gli integrali a differenze finite espressi per integrali definiti (Annali
di Scienze mat. e fis., t. IV, 1853), et par MAINARDI : Intorno ad una equazione di Poisson (ibid.).

A partir de cette époque, il semble que les formules en question soient restées a peu
pres inapercgues des géometres, jusqu’en 1889, date a laquelle KRoNECKER est revenu sur
le sujet dans son Mémoire : Bemerkungen iiber die Darstellung von Reihen durch Integrale
(Journal de Crelle, t. 105, p. 345-354), en prenant pour point de départ les Mémoires d”Abel,
et sans connaitre ni celui de Cauchy, ni ceux de Schaar et de Genocchi.

De son coté, M. PETERSEN a donné une démonstration et diverses applications de la
formule d’Abel, dans ses Vorlesungen iiber Funktionstheorie (Copenhague, 1898). D’autres
applications des formules sommatoires ont été données par HErMITE et par MM. MELLIN,
JEnseN et H. WEBER, dans des Mémoires que nous citerons ultérieurement.

Ayant de notre coté retrouvé les formules données ci-dessus, nous en avons développé
de nombreuses conséquences dans un Mémoire intitulé : Quelques applications d’une formule
sommatoire générale (Acta Societatis Scientiarum Fennica, t. XXXI, n® 3, 1902), dont un extrait
a été publié dans le Tome XXVII des Acta Mathematica, et auquel nous avons beaucoup
emprunté dans cet ouvrage.

II. — Quelgques applications des formules précédentes.

36. Comme premiere application, faisons dans la formule (III) f(z) = logz,
d’ou il résulte, d’apres la seconde des égalités (12),

t
q(t, t) = arctang mt
En prenant m = 1, nous trouvons ainsi
log(1 - 2 )—(+1)1 Cn+1-2 [ arctangt -
og n)=\n+;|logn-—n i arc tang T

+2 OoarctamiL dt
0 gnezﬂt_l.
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On a d’autre part, par la formule de Stirling,
(1) log(1-2------ n) = (n + %)logn —n+log V2m + e(n),

¢(n) tendant vers zéro lorsque n croit indéfiniment, et, comme le dernier terme de
I'égalité précédente jouit de la méme propriété, on en déduit

(2) 1—2f arctangt at = log V2m.
0

eZTlt — 1 -

t .
S et appliquons encore la

formule (III). On aura, en faisant tendre n vers 'infini,

i = 1 | _1 <t dt
HIZIQ(Z;_ ogn)—%— ogm +2 o mEAR et —1
m

Pour m = 1, le premier membre est, par définition, égal a la constante d’Euler;
en la désignant par C, on aura donc

1 ® ot dt
=242 -
(3) C=3+ f(; 1+¢2 27t -1’

expression due a Poisson (). D’autre part, en ajoutant aux deux membres de 1'é-

Soit, en second lieu, f(z) = % d'ott g(1,t) = —

L . 1 , .
galité ci-dessus la somme 1 + 5 +-e+ ,on en déduit la formule, avantageuse

-1
pour le calcul de C: "
t dt

m?+ 12 et — 1"

1 1 1 =
C_1+§+---+m—+——logm+2j;

- 2m

Les applications qui précedent avaient été données déja par Plana et Abel, dans
les Mémoires cités page 68.
37. Faisons maintenant dans nos formules f(z) = e™**, d’out

p(t,t) =e " cosxt, gq(t,t)=—e"" sinxt,

Ceci est permis si l’on suppose x réel et positif, car les conditions de la page 54 sont
alors vérifiées quels que soient «a et f3.

(1) Mémoires de I'Institut de France, Année 1811, seconde Partie, p- 223.
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Appliquons d’abord la formule (V), page 58, avec m = 1; il vient

1 11 “ sinxt
(4:) ex_l——§+;+2£ mdt,

égalité due a Legendre. En développant le dernier terme suivant les puissances
de x, et en comparant le résultat avec I'égalité (5), page 29, on en déduit pour les
nombres de Bernoulli I'expression

Ck-ldr 2k(k—-1) 7 - 1
(5) By = 4k£ 2t — 1 = - L k=2 log(m) dt,

qui, sous une forme différente, avait été donnée déja par Euler. C’est précisément
en partant de cette expression que Plana et Abel avaient établi leur formule som-
matoire.

La formule (II'), page 55, nous donne, en faisant m = 1, 0 < a < 1, et en
multipliant les deux membres par ¢,

-1 +2f W(a,t) sinxtdt—2f X(a, t) cosxtdt.
er—=1 «x 0 0

En remplacant dans cette égalité a et x respectivement par x et z, et en dévelop-
pant ensuite le second membre suivant les puissances ascendantes de z, on en
déduit, par comparaison avec 'égalité (9), page 31, pour les polynomes ¢, (x) les
expressions (1)

Qa(x) = (1) "4k f ) 1w (x, 1) di (k=12,...),

6) L

Parn(x) = (1) 4k + 2) f PXe DA (k=0,12,...).
0

Il est facile de voir que ces expressions représentent des fonctions analytiques
holomorphes de x dans la bande comprise entre 1’axe imaginaire et la parallele a

(1) Lorsqu’on substitue, dans les formules (6), aux expressions W(x, t) et X(x, t) leurs développe-
ments

) [

W(x,t) = Z e~ cos 2y, X(x, t) = Z e~ 2 gin 2ymx,
1 1

qui se déduisent immédiatement de 1'égalité (10), page 55, on retrouve les formules (11) et (13) du
n° 18.
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cet axe passant par le point x = 1. Comme nous avons démontré les égalités (6)
pour 0 < x < 1, il en résulte, d’apres le principe fondamental du prolongement
analytique, qu’elles sont vérifiées pour tout point de cette bande.

Comme les seconds membres des égalités (6) sont des fonctions périodiques
de x de période 1, nous pouvons affirmer d’autre part qu’ils se confondent, pour
les valeurs réelles de x, avec les fonctions désignées plus haut par ¢, (x), @, (x)
(voir p. 31).

Passons aux formules du n° 34. En faisant dans la formule (X) m =1, a = %,

X

multipliant les deux membres par 2, et remplacant x par 2iz, on en déduit

0 2zt —2zt
e +e
sécz =2 f —dt
0 ent + e—nt
Développons le second membre suivant les puissances de z et comparons le résultat
a l'égalité (7), page 31; il viendra (!)

(7) Ek:4k+1fwﬂ
0

ent + e—Tct :

Pour une valeur quelconque de a comprise entre 0 et 1, la méme formule (X)
nous donne, en multipliant par e**,

| :2‘£ Xi(a, t) cosxtdt—vaO Wi(a, t) sinxtdt,

et la comparaison de cette égalité avec 1'égalité (19), page 34, conduit aux expres-
sions suivantes des polynomes yx,(x) :

xa(x) = (-1)°2 f i 1 X (x, t) dt
(8) 0 k=0,1,2,...).

)(2k+1(X) = (—1)k+12f t2k+1 \Ifl(x, t) dt
0

Les égalités (8) sont valables dans la méme bande que les égalités (6) et, pour
les valeurs réelles de x, leurs seconds membres se confondent avec les fonctions
périodiques X (x), Xors1(x), définies page 34. Elles mettent d’ailleurs en évidence

(1) Cette expression est due & Cararan (Mémoires de la Société des Sciences de Liége, série 11, t. XII,
p- 110).
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que, dans l'intervalle 0 < x < 1, le polynome xa(x) garde un signe invariable, a
savoir celui de (—1)k , et que xor+1(x) n'y admet pas d’autre zéro que x = % ).
38. En terminant ces applications, qu’il serait d’ailleurs facile de multiplier,

nous ferons voir comment se déduisent de nos formules générales les propriétés
des sommes

U L
e n

©)

1
v=0

que Gauss a le premier introduites dans 1’Analyse. Les nombres 7 et p sont des
entiers positifs sans diviseur commun dont 'un est pair et 'autre impair ().
pri o
—2Z
A cet effet, reportons-nous aux résultats établis au n°® 31 ; en faisant f(z) =e" ,
on aura les deux égalités :

i 2, 2,
i @(rz—tz) ﬂrt —ﬂ'rt
q(’(,t):ie” (e” —e " ),
2pm

. -——1t
|f(’c+1t)| =e " .
Cette derniere égalité montre que 'expression
e M £(1 +it)

tend uniformément vers zéro pour 0 £ 7 £ n— ¢, quelque petit que soit ¢, lorsque ¢
tend vers oo, et que, d’autre part, le module de cette expression reste inférieur
ou égal a I'unité pour 0 £ 7 < n, quel que soit £. Il en résulte que, si l'on fait dans
I'égalité (16), page 59, 4 = p—1, @ = 0, B = n, les intégrales prises le long des
cotés horizontaux du contour C s’annuleront lorsque 6 croit indéfiniment, de sorte
qu’on pourra appliquer la formule (VII) en posant 4 = p—1. Comme on a d’ailleurs
q(0,t) = 0 et f(0) — f(n) = 0, on trouve ainsi pour la somme (9) I'expression

n p-l co _PT0  ont _ —(4p-2)mt
. Tt e —e
(10) fo Fo(t)dt +2 21 fo F(1)dT + i fo e ( T )dt,

(1) On attribue généralement les formules (6) a Raabe et les formules (8) & Hermite. Mais en
fait ces formules se trouvent dans le Mémoire de Cauchy de 1'année 1814 (CEuvres, série I, t. I,
p- 458-460) et, au dire de Cauchy, elles se déduisent de divers résultats trouvés par Euler.

(%) Si n et p sont tous deux impairs, la somme (9) est évidemment égale a 1.
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pri o
p .
ouF,(z) =e" cos2vnz. Ecrivons

fo an(T)dT - fo " E(0)dt — f R0 dr.

D’apres 'égalité (3), page 41, on aura, pourv=0, 1,..., p—-1,

S L o
F(D)dt== _[Ze* 7

et, d’autre part, on conclut facilement de 1'inégalité

27t
T —Vvn)

(11) E(r+if)<e " (t>0),

qui se vérifie immédiatement, qu’on pourra écrire

® . . . 1 0 —Iiitz = 2pmit
f F (t)dt = lf F,(n +it)dt = Ef e " (eZWIt n e—Zvnt) dt.
n 0 0

En effet, le théoreme fondamental de Cauchy nous donne, en désignant par n’ et 6
des nombres positifs dont n’ > n,

’ ’

n 0 n 0
f Fy(t)dt = i f F,(n + it) dt + f Fo(t +id)dt —i f F (' +it)dt,
n 0 n 0

et comme l'on a pt —vn > 0 pour T 2 n, v ayant l'une quelconque des valeurs
0, 1,..., p—1,il résulte de I'inégalité (11) que, lorsqu’on fait tendre d’abord 6 et
ensuite n’ vers I'infini, les deux derniers termes du second membre s’évanouiront
successivement, de sorte qu’on obtiendra bien I’égalité voulue.

Par conséquent la somme des deux premiers termes de 1’expression (10) peut
se mettre sous la forme

m p— nnl 2 00 _I%itZ €_(4p_2)m _ 1 d
Z e e —ezm 1 t,

de sorte que l'expression elle-méme devient

-1

i _nmi 2 o —IiitZ
4\/7( + e ) f e " dt
v=1
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Or on a, d’apres 1'égalité (2), page 41,
o pm’tz i i
. T [y n 1 71 n
i e di=-e?* [m=Zet |5,
0 2 2
et nous arrivons donc finalement a cette relation remarquable
— ] i -1 i
n-1 I% 2 % " p _ﬂvz
e =e - Z eV,
v=0 P =0

qui est due a Schaar (1), et d’ot1 ’on déduit immédiatement, pour p = 2, le résultat
de Gauss :

n-1 2mi o .
—v 1-1"
Y ' =,
1-—1
v=0

n étant un entier positif impair (%).

III. — La formule sommatoire d’Euler et autres formules analogues.

39.  Les applications qui précedent ont déja montré 1'utilité des formules
sommatoires établies plus haut, et les Chapitres suivants en feront encore ressortir
I'importance pour le prolongement et pour 1'étude asymptotique des fonctions.
Sl s’agit de calculs numériques, il est cependant préférable de transformer ces
formules, en développant en séries les intégrales définies qu’elles renferment. Il est
vrai que les séries que 1’on obtient ainsi sont pour la plupart divergentes, de sorte
qu’elles ne sauraient fournir une approximation indéfinie. Mais, en revanche,
elles jouissent souvent de cette propriété intéressante, et qui pour le calcul est
précisément la plus importante, a savoir que leurs termes successifs, ainsi que leur
reste, commencent par décroitre rapidement, d’ot1 il résulte qu’on pourra souvent
atteindre une grande précision en ne calculant qu'un petit nombre de termes.

Les séries en question s’obtiennent en développant dans les formules générales
les expressions p(7,t) et g(7,t) suivant les puissances ascendantes de f. On a

(Y) Mém. cour. et autres Mém. publiés par I’ Académie de Belgique, t. XXIV et XXV. Dans le premier
des Mémoires cités page 69, Genocchi avait déduit des formules sommatoires la relation de Schaar
et d’autres relations plus générales du méme genre, mais son raisonnement n’est pas rigoureux.
Voir aussi un Mémoire de M. LaNDsBERG : Zur Theorie der Gauss’schen Summen und der linearen
Transformationen der Thetafunctionen (Journal de Crelle, t. 111, 1893).

(*) C’est Kronecker qui le premier a établi rigoureusement cette formule a ’aide du calcul des
résidus (Journal de Crelle, t. 105, p. 267). Voir aussi un Mémoire de M. H. WEBEr : Ueber Abel’s
Summation endlicher Differenzenreihen (Acta Mathematica, t. XXVII).
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généralement par le théoreme de Taylor, en supposant la fonction F(t) (réelle
ou imaginaire) continue ainsi que ses p premieres dérivées,

t = 1
= (0) — u—1
F(t) =F@0)+F (0)1! +F (O)(y D +R,,
avec
R, = t fl (1- u)“_lF(“)(ut) du.
(TR VIV
Or on conclut des égalités (12), page 55, lorsque v est pair,
D{p(7,0) = (=17 f(1),  D{q(z,0) =
et, pour v impair,
V- 1
D¥p(r,00=0,  DWg(z,0)=(-1) 2 f¥(1),

et, par suite, en appliquant aux expressions p(T, t), q(t,t) 'égalité ci-dessus, avec
u =2koupu=2k+1,ontrouve:

_ N k=1 pk-2) -2
p(T’ t) - f(T) - f (T) E +---+ ( 1) f (T) (2k 2)| ka(T/ t)l
()= F - f )f+---+(—1)“ @0 e
pax(T, t) et gars1(7, t) désignant respectivement les expressions
GO f ' k1] £20) , @)
2 @k =11 ), 1-u [f (T +iut) + f9(t mt)]du
et k 2k +1 1
(1" = N2k K+ 1) . Qk+ 1)/ _
2 (@) [) (1-u) [f (t+iut)+ f (T zut)] du.

En substituant maintenant a p(7,t) et q(t,t) les développements qu’on vient
d’écrire, on trouve successivement, d’apres 1’égalité (5), page 67,

f)ydt B B, "
Z(;zt) 1f( 2f3§’f)+

k1B fH () Lo = Gors1 (T, £)
% (2k-1) AT

+ (-1) dt;
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d’apres 'égalité (13), page 55, et les égalités (6), page 67,

P,(1) f(7) Pa(0) fH (1)
fQ(Tt)dt —@,(7) f(7) + 2 T 22kk (2k —1)!

+2 f [pa(t, ) X(3, D) + qaicna (7, ) W(x, 1) dit,
0

formule qui, pour 7 = v + %, en vertu des égalités (14), page 56, et (17), page 33, se
réduit a la suivante :
“q(mtdt B, - B f7(0)
f s el S A A I
k-1 k f(Zk V(1) N Zfoo J2x+1(T, 1) b
2k (2k—1)! et +1 7

+(=1)

d’apres les égalités (18), page 62, et (8), page 68,
f (

£ ()
(2k — 1)!

= X2k (T)

f Qu(t, ) dt = To(x) £(2) - Ta(7)

#2 [ ol 0 X0 ) + G t) Wi, )]
0

et enfin, d’apres 1'égalité (7), page 68,
“ o, Hdt 1 E, f"(t
2 [ pehit [Eof( E O,

0

et + gt 21

2k —2)
k-1 B fTTO(D) pa(T, 1)
DT (2k—2)!l+2f0 o4 oot O

40.  En substituant les développements ci-dessus dans les formules établies
dans la premiere section de ce Chapitre, on en déduit diverses formules somma-
toires connues. Ainsi les formules (III), page 58, et (I'), page 55, donnent respec-
tivement :

Zf s+ sl + [ s
()

k @v-1) @v-1)
+Z _1)- 1B fz 1(”) f2 1(7”)

R.
2 -1 M
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2
? L3V BOSTO P [
v (v-=1)! ’
et, en faisant o = m — %, B=n+ % (voir p. 33),
Y= [ fod
(3) " k2 B f(zv—l)(n + %) _ f(2v—1)(m _ %)
¥ 214 % 2v—1)! R
La formule (IX’), page 62, nous donne :
2k-1
X X.(B) fV(B) — X, (@) f¥(a)
4) Z (-1)'f(r) = Z . +R,
et en particulier, pour a = m — %, p=n+ %,
Y ')
©) Cie o p U ) D )
:EZO:( Ve @) o

Enfin, en faisant tendre o vers m et f vers n dans (4), ou bien en utilisant la
formule (XI), page 63, on trouve

Y (1) F) = (1" fom) + (1) ()|
6) !

k _
,o1 @2 =1)B, (=1)" f*"~D(n) - (=1)" f*'~V(m)
DI @v- 1)v tR

D’autres formules encore pourraient se déduire de I'égalité (20), page 63, et des
égalités (16) et (VII), page 60 (*).

() La formule qui se déduit de (VII) en y développant le dernier terme en série, a été remarquée
par Kronecker (Sitzungsberichte der Akademie zu Berlin, 1885, p. 862).
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L’égalité (1) constitue la célebre formule sommatoire découverte par Euler et
Mac-Laurin (}); la formule (6) a été¢ donnée par Boole, la formule (2) par Sonin et
Hermite (?), la formule (4) par Hermite (%).

Les résultats dun® 39 fournissentimmédiatement 1’expression exacte du reste R
dans les formules précédentes, et permettent facilement d’en calculer une limite
supérieure.

Supposons, par exemple, qu’on ait, pour toute valeur réelle de ¢,

|f9(x +it)| < M, (7),

M,(7) étant une quantité positive qui dépendra, en général, de 7 et de u; il en
résulte

,.L.Zk

k)’

T2k+1

Qk+ 1)

|P2k(T/ t)| < My (1)

| 7211 (7, )| < Maia(7)

En se servant des égalités (5), page 67, et (7), page 68, on en déduit pour le reste
de la formule d’Euler (1) l'inégalité

Bk+1

T

[M2k+l(m) + M2k+1(”)],

et, pour le reste de la formule (5),

1 E

RI< 500 =

[MZk(m — %) + MZk(i’l + %)]

Dans le cas ou la fonction f(z) admet des points singuliers a l'intérieur de la
bande a < T < B, les formules ci-dessus doivent étre modifiées comme il a été dit
aux n® 32 et 34.

41. Les expressions trouvées ci-dessus pour le reste de la formule d’Euler et
des formules analogues sont différentes de celles qu’on rencontre dans les théories
élémentaires de ces formules. Mais nous allons voir que ces dernieres expressions
se rattachent encore tout naturellement a nos résultats généraux.

() Des applications de la formule (III) & la formule d’Euler ont été indiquées successivement
par Schaar, Genocchi et Petersen dans leurs travaux cités au n°® 35. Voir aussi p. 17-23 de notre
Mémoire.

(%) Journal de Crelle, t. 116, p. 133-136.

() Ibid., p. 145.
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Reprenons, a cet effet, la formule (16), page 59, en y faisant croitre indéfiniment
le nombre . Les deux derniers termes tendront évidemment vers zéro, de sorte
qu’on obtient

() if(v) = fﬁf(z)d’c +2i‘ fﬁf(T) cos 2vTt dr.
p” ! 1 Ya

On a, d’ailleurs, en intégrant par parties,

p
2f f(1) cos2vntdr
sin 2vrf sin 2vTa P sin2vmtT
- ) T - ) T2 [ S

et, en se servant de 1'égalité (14), page 32, on pourra donc écrire I'équation (7) sous
la forme

n B B
® Y0 [ b5 @ -5 6 - [ 70 @

Cependant cette derniere conclusion demande quelque précaution, car nous y
avons supposé tacitement que 1’'expression

B . B koo 2
©) [ roz @ [ LN

s’annule pour k = oo, ce quin’est nullement évident, puisque la série qui définit ¢, (1)
ne converge pas uniformément entre les limites d’intégration. Notre conclusion
n’en est pas moins exacte, car il résulte des remarques faites page 33 que le module

de la somme .
_ sSin 2vmT
+ -
$,(7) le s

reste inférieur a une quantité finie M pour toute valeur de k et pour tout point 7
de l'intervalle « £ 7 £ 3, et d’autre part que, ayant exclu de cet intervalle, de part
et d’autre de chacun des points m, m + 1, ..., n, un segment de longueur ¢ aussi
petite qu’on voudra, on pourra choisir l'entier k assez grand pour que, dans le
reste de l'intervalle, la somme en question soit numériquement inférieure a tout
nombre 1) fixé d’avance. Dans ces conditions, la valeur absolue de I'expression (9)
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sera donc inférieure au produit de n( — a) + 2eM(n — m + 1) par le maximum de
intervalle o £ t £ B, d’ot1 'on conclut que cette expression s’annule
effectivement pour k = co.

A l'aide des relations [voir I'égalité (16) page 33]

?...(0) =@+, (1) v=12...),

on trouve successivement, en intégrant par parties,

f .0 F (@) dt = 1[0 B) - o) @)] - f 70 D,

fa 7.0 2w = Lo /(8 - 7o) (@) - f P02,

et ainsi de suite ; de I’égalité (8) on peut donc tirer la suivante :

n B % 4w = (v—l) o)
10) ) f0)= f fodrs Y 7.0) f fv_@)v'(a)f @, o
m 04 1

N

ol
B
R = —&f Py(7) fA(T) d7.

C’est la formule (2), avec une nouvelle expression du reste.
Faisons maintenant tendre a vers m et § vers n. Les expressions ¢, (a) et ¢,(f)

tendront respectivement vers % et vers —%, de sorte que I'égalité (8) devient

(11) Y fw) = f ' foyde + 2oy + fom)] + f 5.0 D) dr,

et d’autre part, en vertu des propriétés des fonctions ¢, (7) démontrées page 33,
I'égalité (10) se réduira a la formule d’Euler avec cette nouvelle expression du
reste, due a Poisson :

R=-g | a0 /00

En intégrant par parties, on obtient d’abord

@k 1 1)! f Pan (1) f (D) i,
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puis, en observant que @,, ,,(7) = Pzzllﬁ(;)
1 -
" ="+ fm Paeo(T) 2 (1) dr,

expression due a Jacobi.

Poura =m — %, p=n+ %, l'égalité (10) nous donne la formule (3) avec le reste

e
k= 2k + 1)! f Py (D) V(D) dr,

Ces transformations s’appliquent également a la formule (20), page 63. Ainsi
I’'on en déduit, en faisant croitre u vers l'infini,

n n ﬁ
(13) Z (-1)" f(v) =2 Z f £(1) cos(2v + D)mr dr,
m 0 a

puis, en intégrant par parties et utilisant 'égalité (21), page 34,

n B
(14) Y D" f0) = XA B) ~ Xo(@)f(@) - f ol £ (1) .

En transformant le dernier terme de cette égalité a 1’aide des relations (22), page 34,
on retrouve la formule (4) avec

1

‘B_
R = mf Xoe1(7) F2(1) dr,

expression due a Hermite. En faisant tendre a vers m, g vers n (voir p. 34), on en
déduit la formule (6) de Boole avec le reste
R~ f” (1) fE D () d,
@R J,,

donné par M. Darboux (!). D’autre part, en faisant a = m— %, p=n+ % on retrouve
la formule (5) avec une nouvelle expression du reste.

(1) Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable (Journal de Mathématiques, 3° série,
t. 11, 1876).
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Le raisonnement qui nous a fourni les égalités (8) et (14) suppose essentielle-
ment que la fonction f(z) est holomorphe sur le segment a« £ 7 £ g de 'axe réel.
Cette condition est d’ailleurs suffisante, car, en la supposant vérifiée, on pourra
prendre la hauteur du rectangle C, qui nous a servi de contour d’intégration, assez
petite pour que f(z) soit holomorphe a l'intérieur et sur le contour de ce rectangle,
d’ot1 il résulte que les égalités (16), page 59, et (20), page 63, et par conséquent
aussi les égalités (8) et (14), seront valables.

Mais, une fois établies les égalités (8) et (14), on constate immédiatement
qu’elles subsistent des que f(7) et f/(t) sont finis et continus pour a £ 7 < B ().
En effet, on trouve en intégrant (voir page 33) :

v+1 1 v+1
f ?,(0) f(dr = 5[ f0) + fv + 1) - f f(r)dr.

Faisons ici successivement v = m, m+1,..., n — 1 et ajoutons les résultats : nous
aurons 1'égalité (11), et les égalités (8) et (14) se vérifient de la méme maniere.

Or nous venons de voir que les formules sommatoires (1) a (6), avec les ex-
pressions du reste R données ci-dessus, se déduisent des égalités (8) et (14) par de
simples intégrations. Nous pouvons donc affirmer que chacune des formules en
question est valable des que la fonction f(7) et ses dérivées, jusqu’a 1’ordre le plus
élevé qui y figure, sont finies et continues pour o £ 7 £ f8.

42. Enfaisantdanslaformule (7)m=n=0,a=-x,=1-x, f(z) = F(z+x),
et en supposant d’ailleurs 0 < x < 1, on en déduit

1 Al
(15) F(x) = f(; F(t)dt + ZZfo F(t) cos2vm(t — x) dt.
1

C’est le développement de Fourier qui, d’apres la remarque ci-dessus, se trouve ainsi
établi en supposant F(x) et F’(x) finis et continus pour 0 < x < 1(%).

Indiquons encore la méthode par laquelle Cauchy a établi ce développement
dans son Mémoire de 1826 (°), cité page 69, et qui, dans bien des cas, permet d’en

(1)1l en résulte, d’apres le raisonnement de la page 76, que les formules (7) et (13) subsistent
également sous la condition indiquée.

(®) Lorsque F(x) présente une discontinuité au point x, le premier membre de I'égalité (15) sera
remplacé par 133)1 %[F (x—¢&)+ F(x + e)], ce qu’on conclut encore facilement du calcul indiqué a la
fin du n® 41.

L’égalité (13) conduit a une autre forme du développement de Fourier.
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calculer les coefficients avec une grande facilité. Nous admettrons les hypotheses
suivantes :

1° F(z) est une fonction analytique de la variable z = T + it qui est holomorphe dans
labande0 £ 1 £1;

2° L'égalité lim e 2" F(t + it) = 0 a liew uniformément pour 0 < t < 1.

Ceci posé, reprenons la formule (8), page 53, en choisissant le contour C comme
il a été dit, et en faisant les mémes substitutions que ci-dessus dans la formule (7),
et, en outre, les substitutions (10) de la page 55. Lorsqu’on fait tendre 6 vers I'infini,
les intégrales prises suivant les cotés horizontaux du contour C s’évanouiront, en
vertu de la condition 2° . D’autre part, les termes ¢?™* et e*™* qui figurent dans
les expressions (15) donneront naissance a quatre intégrales, dont la somme se
réduit a la partie réelle de I'expression

2i f e 2= [F(it) — F(1 + i) dt,
0
ou bien, en posant F(t + it) = p(t,t) + ig(7, t), et

A= 2 f e 2™q(1,t) - 9(0, )| dt,
0

(16) N
—_ —2vmit _
B, = 2f0 e 2™p(1,t) - p(0, 1)] dt,

QO

A, cos2vrix + B, sin2vmx.

En somme, on trouvera donc

1%
F(x) = Ap + Z(AV cos 2vrx + B, sin2vrmx) + Ry,
1
1
ou Ay = f F(7)dT, et ot le terme-reste R, est égal a la partie réelle de I'expression
0

00 e—ant—anix
2i f e [F(it) - F(1 + it) dt.
0

eZnt +2mix _ 1

(®) Le raisonnement de Cauchy dans ce Mémoire trés condensé est assez embrouillé en ce
qui concerne la convergence du développement de Fourier, et les critiques que lui a adressées
Dirichlet dans son célebre Mémoire : Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent i
représenter une fonction arbitraire entre des limites données (Journal de Crelle, t. 4, 1829) sont, sans
contredit, parfaitement justes. Cependant le Mémoire de Cauchy renferme tous les éléments d"une
démonstration exacte, telle que nous la présentons ici, et il est curieux que Dirichlet ne s’en soit
pas apercu.
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Or R, s’annule évidemment pour = oo, de sorte qu’on obtient (*)

(17) F(x) = Ag + Z(Av cos2vmx + B, sin2vy) (0 <x < 1).
1

Soit comme premier exemple F(z) = log(sin 7z). En tenant compte de la note ci-
dessous, on s’assure immédiatement que les résultats précédents sont applicables.
Or on a dans I'hypothese actuelle F(1 + it) — F(it) = —mti (voir p. 46), et par suite

p(ll t) - p(ol t) = O/ Q(lf t) - Q(O/ t) = —T.
I en résulte, d’apres (16), A, = —11/, B, = 0, et comme l'on a d’ailleurs, d’apres la

page 46, Ay = —log 2, I'égalité (17) devient

[o¢]

(18) log(sinmx) = —log2 — Z

1

CoSs 2vTix
” .

Faisons en second lieu F(z) = logI'(z), hypothese dans laquelle les résultats
précédents seront encore applicables, ainsi qu’il résulte des propriétés de I'(z)
démontrées au Chapitre IV.

L'égalité I'(1 + z) = zI'(z) nous donne

F(1 +it) - F(it) = log it = log t + %

d’ou
Tt

p(L, ) —pO,1) =logt,  q(1,£)—40, ) =7,

et, par suite,

A, = nf e gt = l, B, = —2f e ™ log t dt.
0 2v 0

La valeur de B, s’obtient en différentiant I’égalité

f e 2 dt = T(1+e)vm) 1+,
0

(1) Ces résultats restent encore valables si la fonction F(z), tout en vérifiant les autres conditions
énoncées ci-dessus, devient infinie pour z = 0 ou pour z = 1 d'un ordre inférieur a un, ce qu'on
démontre facilement par un raisonnement analogue a celui du n° 29.
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par rapport a ¢, ce qui donne
f et Jogtdt = T'(1 + &)Qvr) 19 —T(1 + &) Qvm) 9 log(2vn),
0

et en faisant ensuite tendre ¢ vers zéro. CommeonalI(1) =1,I7(1) = —C, on trouve
ainsi
B - C + log(2vm)

4

VTt

Nous montrerons d’ailleurs plus loin (p. 86) que Ay = log V27, et, en tenant compte
du résultat (18) ci-dessus et de 1'égalité (13), page 32, nous aurons finalement le
développement dGt a Kummer :

logI'(x) = log V2m - (C + log2m) (x - %)
= 1
=1 sin 2vTx.

1 . 1
=5 log(2 sin 7tx) + — Z

1

1%
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LES FONCTIONS I'(x), C(s), C(s, w).

I. — Expressions diverses de log I'(x) et de ses dérivées
sous forme d’intégrales définies.

43. Pour déduire ces expressions des formules générales établies au Chapitre
précédent, nous allons nous servir de 1’égalité

[ee]

1
1 D@ logT(x) = :
(1) gT(x) 20] 7
Nous devons donc substituer dans nos formules
1
2 z) = ,
) f@ 12y

d’ot il résulte, d’apres les égalités (12), page 55,
(x +7)* — 12 2(x + 1)t
p(t, t) = 2 27 q(t,t) = - ” 5"
[(x +7)° + 2] [(x +7)° + 1]

Admettons que la partie réelle de la variable x est positive. Les trois dernieres
conditions énoncées a la page 54 seront alors vérifiées dans le demi-plan 7 = 0,
de sorte qu’on pourra appliquer la formule (IV), page 58, en y faisant m = 0. On
trouve ainsi

1 1 “ t dt
2 —
D§C>1og1“(x)—;+ﬁ+4xf0 iR T

puis, en intégrant et en désignant par K la constante d’intégration,

t dt
x% 412 2t — 17

D,logI'(x) = K +logx — 1 —2f
2x 0
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et, par une deuxieme intégration,
(3) log I'(x) :K’+Kx+(x— %)logx—x+](x),

K’ désignant une nouvelle constante et J(x) I’expression

* todr
4) J(x)=2 f(; arc tang PRy

qu’on peut écrire encore, en intégrant par parties,

, _ 17 x 1
@) ](x)_nfo X2 + 12 1Og(1—e‘2”f)dt'

Les valeurs des constantes K et K’ s’'obtiennent immédiatement en rapprochant (3)
de l'égalité (1) de la page 66. Mais, si I’on ne veut pas se servir de cette derniére
égalité, on arrivera encore facilement a déterminer K et K’ en s’appuyant sur les
propriétés bien connues de la fonction I'(x) qui s’expriment par les équations

(5) I'(x+1) =xI(x), rxra-x) =

sintx’

En effet, si I’on retranche 1'égalité (3) de celle qu'on en déduit en changeant x
en x + 1, on trouve, en vertu de la premiere propriété,

(K—1)+(x+ %)log(l + Jl—c)+](x+1)—](x) - 0.

Or, lorsque x croit indéfiniment, les deux derniers termes s’évanouiront, tandis
que le second terme tendra vers 1. Donc K = 0.

N s oz 1 .
D’aprés la seconde propriété, on aura, pour x = 5 T,

1 . 1 . 2me”™
(g +in)r(3 - in) = o
d’ou résulte 1’égalité

Partie réelle de logf(% + iu) = log V2m - % +e(u) (4,

dont s’est déja servi Stieltjes pour une question analogue (?).

(1) Pour la notation &(u), voir la note de la page 46.
(%) Sur le développement de log T'(a) (Journal de Liouville, t. V, 1889).
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Faisons d’autre part x = % + iu dans 'égalité (3). Un calcul élémentaire donne

U 1
—+

Partie réelle de (x - %)logx = —uarctang2u = ——-+ 5 + e(u),

et comme d’ailleurs, d’apres 1'égalité (4'), ](% + iu) s’annule pour u = oo (1), on
aura
Partie réelle de log T (% + iu) =K - %u + e(u).

La comparaison de cette expression avec la précédente donne
K" =log V2m,

et, par suite, on aura en définitive (?)

(6) logI'(x) = log \/ﬁ+(x— %)logx—x+](x),
) D, logT(x) = log x — % + (%),
On peut écrire (6) sous la forme asymptotique

(8) logI'(x) = log V2m + (x - %)logx —x+ &(x),

et, en remplagant x par x + &, on en déduit aisément

9) log T(x + &) = log \/ﬂ+(x+g—%)1ogx—x+e(x).

(1) En effet, on a
|x2 + tz( = |u]

pour toute valeur ¢ et, d’autre part,

2
u
< =

2
t 2

2
|x2 + t2| > % pour
d’ot1 I'on déduit aisément la proposition énoncée.
(®) La formule (7) est due a Poisson (Mémoires de I'Institut, Année 1811, seconde Partie, p. 221).—
Voir aussi LEGENDRE, Exercices de Calcul intégral, 5¢ Partie, p. 190. C’est ScHaAR qui a le premier
appliqué la formule (IV) a I’étude de la fonction I'(x), dans le Mémoire cité a la page 69.
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A laide de (8) nous allons calculer I'intégrale de Raabe

R(v) = fV“ log I'(x) dx.
En intégrant le second membre de cette égalité (8), il vient
R(v) =log Vor + vlogv —v + e(v).
Mais, d’autre part, on a
R'(v) =logI'(v + 1) —logI'(v) = logv,
d’otr il résulte, en intégrant et désignant par K une constante,
R(v) =K +vlogv —v.

La comparaison de ces expressions donne K = log V2mr, ¢(v) = 0, et, par suite,
v+1
f logI'(x) dx = log V2t + vlogv —v.

Pour v = 0, cette expression se réduit a log V27 (cf. p. 82).

44.  Pour établir 'égalité (6), nous avons di supposer la partie réelle de la
variable x positive, et, en effet, il est aisé de voir que 1’axe imaginaire constitue
une coupure pour l'intégrale J(x), de sorte que celle-ci représente des fonctions
analytiques distinctes a droite et a gauche de cet axe (!). Pour mieux fixer, nous
conviendrons de désigner ces fonctions respectivement par [, (x) et J_(x).

Cherchons la différence des valeurs que prennent ces deux fonctions en un
point x’ situé sur 1’axe imaginaire positif. L'expression

()
X2+ 12 gl—e‘zm'

(1) Cf. deux Mémoires de Hermite insérés dans les Tomes 91 et 92 du Journal de Crelle. Lanotion de
coupure était d’ailleurs familiere a Cauchy, qui en avait rencontré des exemples dés ses premieres
recherches sur les intégrales définies. Voir, par exemple, (Euvres, série 11, t. VI, 1826, p. 271, ol
Cauchy démontre que l'intégrale

p(t,x) =

" f(eP)dp

x1l—se P
est égale a 27 f(s) ou a 0, suivant que |s| < 1 ou [s| > 1. On trouve des réflexions générales relatives
a ce sujet dans le Mémoire sur les fonctions continues (CEuvres, série I, t. VIII, 1844, p. 145-160) et dans

le Mémoire sur diverses propriétés remarquables et trés générales des fonctions continues (Ibid., t. IX, 1845,
p- 32-53).
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sur laquelle porte I'intégrale J(x), admet les points ¢ = +ix comme pdles du premier
ordre. Lorsque la différence x — x’ tend vers zéro, sa partie réelle restant positive,
le pole t = —ix viendra, du co6té inférieur de l'axe réel, se confondre avec le
point —ix" de cet axe, de sorte que l'intégrale J(x) n’aura plus de sens. Mais,
pour remédier a cet inconvénient, il suffit de déformer le chemin d’intégration
dans J(x) de maniére a éviter le point singulier en question; par exemple, en
remplagant un petit segment ac de 'axe réel, renfermant le point —ix’, par un
demi-cercle ab;c tournant la convexité vers le haut, comme l'indique la figure ci-
dessous. La valeur que prend la fonction J.(x) au point x” sera alors représentée

par l'intégrale f @(t, x") dt prise suivant le chemin 0 ab; c o et, par un raisonnement

analogue, on montre que la valeur J_(x") est égale a cette méme intégrale étendue
au chemin symétrique 0ab, coo. Donc la différence J.(x") — J_(x") s’exprime par

I'intégrale f @(t,x")dt prise le long du contour fermé ab; cb,a, intégrale qui est
égale au produit de —2mi par le résidu de ¢(t, x’) relatif au pdle t = —ix’, c’est-a-dire
a —log(1 — e¥™).

Fig. 3.

b

0 a ‘\Tll'/ ¢ (OO)
by
On aura donc, pour tout point de I’axe imaginaire positif,

J+(x) = J-(x) — log(1 - &™),

etil en résulte, d’apres le principe établi au n® 9, que 'expression J(x) —log(1 —e*™™)
fournit le prolongement analytique de la fonction ], (x) au dela de cette droite. On
démontre de méme que le prolongement de J.(x) au dela de la partie négative de
l’axe imaginaire est donné par I'expression J(x) —log(1—e~2"¥) et, en fin de compte,
nous arrivons donc a cette conclusion que, dans le cas oit la partie réelle de la variable x
est négative, la formule (6) doit étre remplacée par la suivante :

(10) logI'(x) = log V2 + (x — %)logx —x + J(x) — log(1 — *¥™),

ot I'on doit choisir, dans le dernier terme, le signe + ou le signe —, suivant que le point x
se trouve au-dessus ou au-dessous de I'axe réel (1).

() On suppose 'argument de la variable x compris entre les limites —7 et 7.
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Mais il existe une autre méthode beaucoup plus directe pour effectuer le pro-
longement de la fonction J.(x). En effet, il suffit d’appliquer a l'intégrale J(x) le
procédé bien connu qui consiste a faire tourner d’un angle convenable la droite
qui sert de chemin d’intégration (*), procédé dont nous aurons encore a faire un
usage étendu au dernier Chapitre de cet ouvrage.

Désignons par [, (x) I'intégrale f @(t, x)dt, prise de 0 a oo le long du rayon D,

qui forme 1’angle ¢ avec 'axe réel positif, et supposons d’ailleurs —g << I

Lorsque le point t décrit le rayon Dy les deux seuls points singuliers +it de I'ex-
pression ¢(t, x), considérée comme fonction de x, resteront sur la droite perpen-
diculaire a D, et passant par l'origine. Dans chacun des demi-plans situés de part
et d’autre de cette droite, J,(x) représentera évidemment une fonction continue
de x admettant une dérivée continue, donc une fonction analytique holomorphe.
Nous entendrons désormais par [, (x) celle de ces fonctions qui est définie dans le
demi-plan renfermant 1’axe réel positif, de sorte que, sil’on pose x = r e, I'angle 0
restera compris entre les limites

(11) Y-Z<O<y+z.

Cela posé, je dis que J,(x) donne le prolongement analytique de [, (x) dans le do-
maine (11). Il suffit de faire voir que les deux fonctions prennent les mémes valeurs
sur 1'axe réel positif. A cet effet, je trace de 1'origine comme centre deux arcs de
cercles, I'un ab de rayon ¢, 'autre AB de rayon R, et tous les deux compris entre
l’axe réel positif et le rayon D, comme l'indique la figure 4.

La variable x ayant une valeur positive quelconque, I'intégrale f @(t, x) dt, éten-

due au contour du quadrilatere mixtiligne aABba, se réduira évidemment a zéro
puisque ¢(t, x) est holomorphe dans tout ce domaine, quels que soient d’ailleurs ¢
et R.

Fig. 4.

B

0 a A

(1)1l semble que M. Mellin soit le premier qui ait appliqué cette idée a I'intégrale J(x) (Acta
Societatis Scientiarum Fennicee, t. XXXI, n® 2, 1902, p. 45).
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Je fais maintenant tendre ¢ vers zéro et R vers l'infini. Le produit t¢(t, x) tendant
uniformément vers zéro sur chacun des arcs ab et AB, les intégrales relatives a ces

arcs s’évanouiront a la limite. Donc l'intégrale f @(t, x)dt, prise le long de 1'axe

réel positif, aura la méme valeur que si I'on prend pour chemin d’intégration le
rayon Dy, c’est-a-dire qu’on aura [,(x) = Jy(x) pour toute valeur positive de x.
C.Q.ED.

45.  Apres cette digression, qui nous a fourni 'occasion de rappeler deux
méthodes générales d'un fréquent usage dans la théorie des fonctions, nous re-
viendrons a 'expression (1) et nous lui appliquerons la formule (II') de la page 55,
eny faisantm = 0, = = (0 < £ < 1). Nous trouvons ainsi, en remplagant encore x
par x + &, et en supposant la partie réelle de la variable x positive,

1 ®2(x% — 12
0

En intégrant, on en déduit

“ 4t
X(,t)dt — W, ) dt.
Enare | v

D, logT(x + &) = log x — fo % X(E, 1) dt fo % W(E, B dt.
En effet, la constante d’intégration est nulle, car le second membre peut s’écrire
log x + &(x), et I'expression asymptotique du premier membre, d’apres (7), est
précisément de cette forme.
Avant d’effectuer la seconde intégration, nous allons transformer les intégrales
en nous servant des relations (1).

(12) W(t,t) = D/¥(, 1), X(t, t) = D, X(1, 1),

N

ou

@(T, t) = 41_71 log(1 - 2¢72™ cos2mT + g4y,
. o sin2nt
X(t,t) = ~on ArC tang (m) '

En intégrant par parties et en observant que

U(r,00) =0, X(1,00)=0, X(1,0)= %(T _ %)

(1) On obtient immédiatement ces relations en observant que le quotient (10) de la page 55 est

1 ,
la dérivée de I'expression —=— log(e?™*

7 — 1), laquelle, en faisant z = 7 + it, peut se mettre sous la
forme i[ W(z, t) + iX(1, 1)]
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on trouve que D, logI'(x + &) peut se mettre sous la forme

1
- o _ ® 2 _ g2\
log x + 2—f0 %X(g,t)dﬁf 20 =D e pyat.

x (2 + 12) 0 (2 + 1)

Effectuant une nouvelle intégration, on aura maintenant

(13) logI'(x + &) = log \/E+(x+é—%)logx—x+](x,£),
avec

<2t = I —
(14 o= [ EaXena- [ v na

La valeur log V2r de la constante d’intégration s’obtient par comparaison
avec la formule asymptotique (9), en observant que J(x, &) s’annule pour x = co.
L'expression (13) est due a M. Landsberg, qui I’a trouvée par une autre voie (}).

46.  Appliquons maintenant la formule (8), page 76, avec m = 0, a = =&
(0 < £ < 1), remplagons x par x + ¢ et faisons tendre n vers l'infini. En observant

que @,(=¢) = % — &, on trouve
&—3 2f°° ?,(r)dr
x2 —c (x+5+’[)3’

puis, en intégrant et déterminant la constante comme plus haut,

(15) D logI(x +&) = - -

£—§+f°° @, (1) dt
x? - (x+c§+T)2

Je dis que le dernier terme est la dérivée de 1’expression

(16) D,logI'(x + &) = log x +

17) (" @, (1)dt

- X+ (E + T '
On le vérifie immédiatement, en admettant que cette expression ait un sens. Or il
en est bien ainsi, car I'égalité ¢(7) = 7 —v — %, qui a lieu pour v < 7 < v + 1 (voir
p- 33), nous donne

v+1 —
pi(0) 1 1
(18) —fv x+TdT—(x+v+§)log(1+m)—l,

(M) Sur un nouveau développement de la fonction gamma (Mém. cour. et autres Mém. publiés par I'A-
cadémie de Belgique, t. LV, 1897).
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etle développement du second membre suivant les puissances descendantes de x+
v commence par un terme en (x + v)™2. On en conclut encore que l'expression (17)
s’annule pour x = co.

On trouve deés lors, en intégrant 1'égalité (16) et en tenant compte de la formule
asymptotique (9),

* @, (1)dt

_ _1 —x—
(19) 10g1‘(x+§)_log\/2_rc+(x+€ 2)logx X Xt ErT

et, en se reportant a I'égalité (13) ci-dessus, on en conclut que l'intégrale (17) fournit
une nouvelle expression de J(x, &).

II résulte des remarques faites page 79 que 1’égalité (15) alieu pour toute valeur x
telle que la fonction (2) et sa dérivée premiére, aprés qu’on y aura remplacé x
par x + &, soient finies et continues pour les valeurs réelles de z supérieures ou
égales a —¢&. Donc cette égalité est vérifiée dans tout le plan, excepté 1’axe réel
négatif, et, d’apres le raisonnement qui précede, il en sera de méme des égalités
(16) et (19) ().

Pour & = 0,1'égalité (19) nous rend la formule (6) avec cette nouvelle expression
de J(x):

(20) J@) = - fo RIS

X+7T

() L'expression J(x, &) est susceptible d’autres formes, que nous indiquerons en quelques mots.
En remplacant, dans (17), ¢,(7) par la série (14) (p. 32) on en déduit, par un raisonnement qui
demande d’ailleurs quelque précaution,

= (" sin2vnit dt
](x'é)_zlljjé vt x+&E+1

développement qui converge uniformément dans toute aire finie n’ayant aucun point commun
avec l’axe réel négatif.
En remplacant dans ce développement sin 2vniT par des exponentielles et en utilisant la notation

z —z
Ei(z) = f %dz,

on arrive, apres des réductions faciles, a cette nouvelle expression

L Ei(2vmix)
J(x, &) = },1:12 Z p2VTi(x + &) — (v #0),

qui a été donnée par M. Landsberg dans le Mémoire cité page go.
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dont s’est servi Stieltjes dans ses recherches sur la formule de Stirling (voir le
Mémoire cité page 84).
L’égalité (18) nous permet encore d’écrire

](x):i[(x+v+ )logw—l],

X—-v
0

expression due a Gudermann et qui donne le prolongement analytique dans tout
le plan de la fonction J,(x).

II. — Développements asymptotiques de log I'(x).

47. Le célebre développement asymptotique qui sert a calculer log I'(x) pour
les grandes valeurs de x, et qu'on appelle généralement, par extension, série de
Stirling, se déduit de la formule (6) en y développant l'intégrale J(x) suivant les
puissances descendantes de x.

En se servant de l'expression (4’) et de I'égalité (5), page 67, on trouve

Bi1_ B 1., ke-1__ B 1
@ J0 =155 543+ T @k = 12k -1 T
avec
(_1)]( 1 00 tZk 1
) Ji(x) = A1 ) 1 £2 log(l - e‘znt) at
T2

On arrive au méme développement en intégrant par parties I’expression (20),
par des calculs parfaitement analogues a ceux de la page 77, mais le reste Ji(x) se
présente alors sous la forme

Porsa(7)

©) Jex) = (2k +2) f (x +1)*+2 I

Développons maintenant le reste J(x, &) dela formule (13) suivant les puissances
descendantes de x, et, a cet effet, utilisons d’abord 1'expression (14). En observant
que les égalités (6) (p. 67), en vertu des relations (12) (p. 89), peuvent s’écrire

Pa(x) = (=1)" 2k — 1)2k f ) 2152 (x, ) dt,
0

a1 (x) = (1) 2k(2k + 1) f 2121 X(x, t) dt,
0
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on trouve immédiatement

Pae) 1 _ ps(é) 1 Pu©) 1
123 232 -z e T

(4) J(x, &) =

avec

2+t2

1 k+1 2t2k 1 k+1 2t2k 1
o= [ 2 wenas S [ 3 e
0 0

Enintégrant par parties1l’expression (17) (voir len® 41) onretrouve le développe-
ment (4) avec cette nouvelle expression du reste :

1 [ gyu(vdr
Jex &) = =5 IQ (x+&+1)*

Le développement de J(x, &) a été donné par Hermite et Sonin (*).
Pour & = %, on déduit de la formule (13), en y remplacant J(x,&) par le
développement (4) et en tenant compte des égalités (17) (p. 33),

1
1)21/ x2v -1

logl"(x+ ) log V27 + xlog x — x+Z( 1) + Ry,

avec

-1 k+1 1 00 t2k
Ri = ( ) f m lOg(l + e_znt) dt,
0

T y2k-1

ou encore

1~ o, (1)dr
R G L

2k _% (x+%+’c)

Ce développement est di a Gauss, a I’expression du reste pres.

48.  Proposons-nous maintenant d’évaluer une limite supérieure du reste
Ji(x) de la série de Stirling et, a cet effet, partons d’abord de 1'expression (3). Pour
abréger, nous désignerons par T, le terme général de la série en question :

B, 1

T, = ()" ,
=1) Qv —1)2v x2v-1

de sorte que le terme qui précede immédiatement Ji(x) s’écrit Ty.

(! Journal de Crelle, Tomes 115 et 116.
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Supposons d’abord x réel et positif. Comme 1'expression Pyy4»(7) a le signe de
(-1) ! (cf. p. 33), on voit que Ji(x) est de méme signe que le terme Tj.1, et comme
d’ailleurs

Ji(x) = Traa + Jen (%),
et que [i+1(x) et Ty41 sont de signes contraires, on en conclut que Ji(x) est numeérique-
ment inférieur a Tiq.

Soit maintenant x = re’?, 'largument 0 étant compris entre —7 et 7. On aura

. 20
X+ 7]* = * + 2rt cos 0 + 12 = (r + 1)° — 4rt sm2§,
et, par suite, pour 7 > 0, en remarquant que 4r7 < (r + 17)%,
0
Ix + 7?2 (r + 1) COSZE.

Il en résulte, d’aprés (3), que le module de Ji(x) est inférieur a

) 2k +2
(sec) [ Pac| (6
d =(s
0

2k +2
ol Wi L] o RGP

et, en tenant compte du résultat démontré ci-dessus, on trouve donc finalement
I'inégalité due a Stieltjes :

2k +2
5) e <(secd) Tl (r<0<m),

On peut atteindre des résultats plus précis en partant de l'expression (2), ce
que nous ferons voir aussi briévement que possible.

2
Lorsque t croit de 0 a oo, le point dont l'affixe est 1 + t—z, partant du point 1,
X
décrit une droite formant I'angle —20 avec ’axe réel positif. On en conclut

1+ﬁ =1 pour o <X

xz = = 4/

1+ L = |sin 20| pour T<io1<Z

_X2 = 4 = 2/

et par suite, en utilisant 1’égalité (5) (p. 67),

Jk(re®)| < |Teal  pour 1<%,

(6) i0 Ti1 Tl Tt
! il - < =
|]k(re )| <lsna0 pour 7S 0] < >
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. . N TC .
Pour trouver une limite de Ji(x) dans le cas ot |6] = 5, hous allons nous servir
de I'égalité

-1 k+1 00 t2k+1 At
% =25 -
0

qu’on vérifie immédiatement en développant suivant les puissances descendantes
de x'expression de la dérivée |'(x) qui figure dans la derniere formule dela page 83.
En prenant pour chemin d’intégration, dans 'intégrale ci-dessus, le rayon formant

avec |'axe réel positif un angle 1) compris entre —g et g, cette égalité sera valable

dans le demi-plan i — g <O0<y+ g, ce qu'on démontre en raisonnant comme a
la page 89.

Or, en faisant t = ue¥, x = re'®

, on aura, pour u > 0,

|62nt _ 1| > P2 cosP _ 1,

2 .
1+ = = |s1n2(9 - 1,b)|
d’otr il résulte, d’apres (7),
, 2 1 ©uklgy
]k(x)| < |s 2k + 2 27U COS '
sin2(0 — ) x o € v—1

En substituant u cos i = v, on en déduit, d’apres 1'égalité (5) (p. 67),

1
x2k+2

, Bk+1
Sl < K53

4

avec
1

sin 2(0 — 1) (cos )* 2

et, par suite, en intégrant J;(x) depuis l'infini jusqu’au point x, le long du rayon
vecteur passant par ce point,

7

(8) Ji(ré)| < K |Teal,

résultat qui subsiste dés que les conditions |1,l)| < g et |6 - ¢| < g sont vérifiées
simultanément.
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Sil'on fait, par exemple, ¢ = 0 F g suivant que 0 = 0, on aura
W 12k +2
K = [sec(l@l - Z)] ,

et 'inégalité (8) sera valable pour |0 < zn. Jointe a la premiére des inégalités (6),
elle nous donnera donc, pour |Ji|, une limite qui est plus précise que celle de
Stieltjes tant que |0] < g, et qui se confond avec cette derniere pour |0] < g

Mais afin d’obtenir le résultat le plus avantageux, pour un argument donné 9,
on devra évidemment choisir I’angle ¢ de maniere a rendre minimum la constante
K, ce qui donne la condition

1
tang ¢ tang2(0 — ¢) = T

Soit, par exemple, |0] = g ; on trouve

1
V2k+3

|tang ¢| =

d’ou il résulte
2k +3

_ [k+2 1) °?
K—\/T(1+2k+3) /

et, comme le second facteur de cette expression est inférieur a e, on aura, pour 6 =

Tt
ia,

) < A 52 Tl

limite bien plus précise que celle de Stieltjes, qui s’écrit 281 |Tj,].

La limite que fournit notre méthode pour |Ji| devient moins précise que celle
de Stieltjes lorsque |0| dépasse une certaine valeur, supérieure a g Mais il faut
remarquer que, dés que |0] < g, I'égalité (10) (p. 87) conduira, en général, a des
résultats plus précis que l'une quelconque de ces méthodes. En effet, I'intégrale J(x)
sera toujours représentée par le développement (1), et, comme Ji(x) = —Ji(—x) et
que l’argument de —x est compris entre —g et g, on pourra appliquer a Ji(x) les

résultats obtenus ci-dessus dans le cas ou |0] < g Quant au dernier terme de
I'égalité (10), son module est inférieur a

—27r |sin Gl)

|log(1 —e

7
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quantité qui sera en général tres petite par rapport a la limite qu’on trouve pour |Ji|.
Il n’en serait plus ainsi si le point x était tres pres de I’axe réel négatif, mais alors on
prendrait évidemment le parti de calculer la valeur exacte du terme en question.

III. — Les fonctions C(s) et C(s, w).

49. La fonction ((s) est représentée par la série
1 1 1
1 =l+—4+—=+-+—=+
1) CO) =1+t gt =
tant que la partie réelle de la variable complexe
s=¢&+1in

est supérieure a l'unité. Sous la méme condition, on aura encore

xS~ 1d
@ =15 | ST

ce qu'on démontre facilement en se servant de l’egalité

—vx s 1
v TG f ax

C’est en partant de 1'expression (2) que Riemann (!) est arrivé, par une appli-
cation ingénieuse du calcul des résidus, a prolonger ((s) dans tout le plan et a
découvrir les propriétés si intéressantes de cette fonction. Nous allons déduire ces
mémes propriétés des formules sommatoires du Chapitre précédent.

A cet effet, posons f(z) =z, d’ou

p(t, t) = (T + 1%) % cos (s arc tang %),

q(t, t) = —(t2 + ) ? sin (s arc tang %)

Les trois derniéres conditions de la page 54 sont vérifiées dans le demi-plan 7 >
0; en supposant & > 1, de sorte que la série (1) converge, et en faisant m = 1, on
trouvera donc, d’apres la formule (IV), page 58,

1

* < dt
3) C(s) == + ] + Zfo‘ (1+#) ~ sin(sarctangt) 1

(V) Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze, 1859.
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et, d’apres la formule (II'), page 55, pour a = %,

S

251 S TN dt
4) C(s) = o1 2[) (Z +t ) sin(s arc tang 2t) T
Une autre expression de ((s) se déduit de la formule (VIII), page 61. En faisant
1 1.
a= E’Z =5 + 1t, on trouve
"7 cos|(s — 1) arc tang 2¢]
B 47 “ 1 o 2 cos|(s — 1)arctang
6 =25 [ G+2) Erver el

Les trois expressions ci-dessus ont été données pour la premiere fois par
M. Jensen (}).
En partant de la relation

1 1 1

1 — — — — — —
(1_zs_—1)C(S)‘1 ST

et en appliquant la formule (X), page 62, avecm =1, a = %, on trouverait encore

S

©) 0(s) = 28 f‘x’ (1 N tz) 2 cos(s arc tang 2t) "
0

2s-1_1 4 ent 4 p—mt

Il est facile de voir que les intégrales définies figurant dans les expressions
précédentes représentent des fonctions analytiques, holomorphes pour toute valeur
tinie de s; d’apres le principe établi au n°9, on peut en conclure que 1'une quel-
conque de ces expressions donne le prolongement analytique de ((s) dans tout le
plan. Il en résulte que ((s) est une fonction uniforme dont le seul point singulier a
distance finie est le pole simple s = 1 de résidu 1.

D’autre part, on déduit de I’égalité (3), pour s = 0,

(o) = -,

puis, en retranchant des deux membres é, faisant ensuite tendre s vers 'unité,
et tenant compte de 1’égalité (3), page 66,

) 1 1 <t dt
imfe- =]=5+2 [ RO

(M) L'Intermédiaire des Mathématiciens, 1895, p. 346.
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et enfin, en différentiant par rapport a s, faisant s = 0 et utilisant 1'égalité (2),
page 66,

C'(0) = 2f arc’cangtezj—t1 ~1=—log V2m.
o _

50. En appliquant maintenant la formule (II), page 54, avecm =1,0 < a <1,
on obtient

041 —s a+ico 5 dz a—ico =5 dz
7 = + — + P yra—
(7) C(s) s—1 L e—2miz _ 1 j; e2miz _ 1

expression qui représente encore ((s) dans tout le plan.

Faisons tendre a vers zéro et, pour éviter toute difficulté, supposons & < -1,
de sorte que les expressions sous les signes intégraux restent finies a 1’origine. Le
premier terme de l'expression ci-dessus s’annulera et, dans les deux autres termes,
on aura simplement a remplacer « par 0. En substituant respectivement dans ces

i i

derniers termesz = e2 tetz = ¢ 2 ¢, I’égalité (7) devient, aprés une réduction facile,

®) ) :2sin§fwﬂ
0

ezﬂt — 1 :

Comme le second membre de cette égalité représente une fonction holomorphe
pour & < 0,1'égalité subsistera dans toute cette portion du plan, malgré ’hypothése
plus restreinte, £ < —1, admise dans le cours de la démonstration.

L’égalité (8) nous montre que ((s) admet les points s = -2, —4,..., =2n, ...
comme zéros du premier ordre, et, d’apres 1'égalité (5), page 67, on en déduit
d’autre part

B
9 —(2n — = (—1)" .
©) Cl-@n -] = (1) 2%
enfin, en substituant 2ntt = x, 1’égalité (8) devient

et g TS [T xd
(10) C(s) = 2(2m) sm2 1

d’otr il résulte, par comparaison avec 1’égalité (2),
(11) C(s) = 22n) ! sin %S T(1—5)C(1-s).

C’est I'’équation fonctionnelle établie par Riemann, qui joue un role fondamental
dans la théorie de la fonction ((s).
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La formule sommatoire d’Euler et les autres formules établies aux n® 39-41
conduisent également a des résultats importants relatifs a 1’étude asymptotique
de la fonction ((s) et au calcul numérique de ses zéros, mais nous ne pouvons nous
étendre ici sur cette intéressante question (1).

51. Considérons maintenant la fonction

1 1 1
C(s,w):%+(w+1)s+(w+2)s+...,

quiseréduita ((s) pourw = 1. Nous devons substituer dans nos formules générales

f@=G+w)”,

d’ou1

S

p(t,t) = [(’l’ +w) + tz] ’ cos (s arc tang L) ,

T+ w

_ 2 2 2 . t
q(t,t) = [(T+w) +t] sm(sarctang—Ter).

Si l'on suppose la partie réelle de w positive, la formule (IV), page 58, sera
applicable et nous donnera (%)

S
R (A RPN t dt
C(S,w)=8_1+ > +2fO (w” +t°) sm(sarctanga) 1

expression valable dans tout le plan et qui montre que (s, w) est une fonction
uniforme admettant pour seule singularité a distance finie le pole s = 1 de résidu 1.
On en conclut, d’autre part, pour s = 0,

C(O,ZU) = % —w,

. 1 . A
puis, en retranchant — et en faisant tendre s vers 1'unité,

_ 11 1 < dt
lslgl[C(S,w)—m]—_logw"'g"'z\fo w2+ 2 et — 1’

(1) Voir pour cette question : MeLLIN, Eine Formel fiir den Logarithmus transcendenter Funktionen
von endlichem Geschlecht (Acta Soc. Sc. Fenn., t. XXIX, n®4, p. 48-49); Gramm, Note sur les zéros
de la fonction C(s) de Riemann (Acta Mathematica, t. XXVII); WIRTINGER, Einige Anwendungen der
Euler-Maclaurin’schen Summenformel (ibid., t. XXVI), et notre Mémoire cité au n° 35.

(%) Cette application de la formule (IV) a été indiquée par Hermite (Annali di Matematica pura ed
applicata, 3¢ série, t. V, 1900).
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et enfin, en différentiant par rapport a s et faisant ensuite s = 0,

, _ 1 - t o dt
CS(O,w)—(w—E)logw—w+2fO‘ arctangam.

En vertu des égalités (7) et (6), page 85, ces deux derniéres expressions se
réduisent respectivement a

I"(w)

T(w) eta log ['(w) — log V2.

Ces propriétés de (s, w) ont été établies par M. Lerch en suivant une autre voie.
Pour w = 1, elles se réduisent aux propriétés de la fonction ((s) signalées au n° 49.

Appliquons maintenant la formule (II’), page 55, avecm = 0, -1 < a <0, et
supposons la partie réelle de w supérieure a —a, de sorte que la fonction f(z) soit
holomorphe pour 7 2 @. On aura

(w+a)~°

s, w) = ——7

—2 fo |p(a, t) X, D) + qla t) W(a, B)] dt,

expression valable pour toutes les valeurs de s. Lorsque la quantité w est réelle et
comprise entre 0 et 1, on en déduit, en faisant tendre a vers —w, et en supposant
d’ailleurs la partie réelle de s négative, de sorte que 1'expression sous le signe
intégral reste finie pour t = 0,

C(S,w):2sin%5 f t's\If(w,t)dt+2cos%S f £ X(w, t) dt.
0 0

On constate aisément que le second membre de cette égalité définit une fonction
holomorphe de s tant que la partie réelle de cette variable est inférieure a 1, et que,
pour une valeur donnée s vérifiant cette condition, la méme expression définit une
fonction analytique de w qui est holomorphe dans la bande comprise entre ’axe
imaginaire et la parallele a cet axe passant par le point w = 1. Donc, d’apres le
principe établi au n° 9, I'égalité en question a lieu tant que s et w restent dans les
domaines indiqués.

En égalant s a un entier négatif, —v, on déduit de la formule précédente, a ’aide
des égalités (6), page 52,

Pye1(W)
v+1

C(_V/ ZU) =
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D’autre part, en supposant 0 < w < 1 et en substituant aux expressions W(w, t),
X(w, t) les développements indiqués dans la note de la page 52, on conclut

((s,w) =2I'(1 —s) [sm S COS 2v7tw T Z n2vrcw]
1

(21/71)1 ) vr)'~®

résultat d a M. Hurwitz (}). En faisant w = 1, on retombe sur la formule (11).

(V) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, t. XXVII, 1882.



CHAPITRE V.

APPLICATIONS AU PROLONGEMENT ANALYTIQUE
ET A UETUDE ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS DEFINIES
PAR UN DEVELOPPEMENT DE TAYLOR.

I. — Deux théoremes généraux.

52. FEtant donnée une série de Taylor de la forme

(1) F(x) =@0) + p()x+---+(v)x" +---,

oul @ est une fonction analytique de son argument, on peut se proposer d’étudier
les propriétés de la fonction F(x), connaissant celles de la fonction ¢.

Nous donnerons dans ce Chapitre un exposé succinct de certains résultats
généraux et riches en conséquences relatifs a cette question, en y ajoutant d’ailleurs
quelques applications nouvelles. Le peu d’espace dont nous disposons nous oblig-
era cependant a laisser de coté bien des recherches intéressantes, pour lesquelles
nous renverrons aux Mémoires originaux.

Pour la bibliographie, on consultera le beau petit livre de M. HApAMARD, La
série de Taylor et son prolongement analytique (Scientia). Nous nous bornerons a citer
ici, comme ayant un rapport direct au probléme qui nous occupe, les remarquables
travaux de M. MeLLIN (1), le grand Mémoire de M. L Roy, Sur les séries divergentes

(1) Voici les titres des Mémoires de M. Mellin ayant rapport au sujet qui nous occupe :
Ueber die fundamentale Wichtigkeit des Satzes von Cauchy fiir die Theorien der Gamma- und der hyperge-
ometrischen Functionen (Acta Societatis Scientiarum Fennica, t. XX, n® 12, 1895) ;
Zur Theorie zweier allgemeinen Klassen bestimmter Integrale (ibid., t. XXII, n° 2, 1896);
Ueber eine Verallgemeinerung der Riemann’schen Funktion C(s) (ibid., t. XXIV, n° 10, 1899) ;
Eine Formel fiir den Logarithmus transcendenter Funktionen von endlichem Geschlecht (ibid., t. XXIX,
n° 4, 1900).
Die Dirichlet’schen Reihen, die Zahlentheoretischen Funktionen und die unendlichen Produkte von
endlichem Geschlecht (ibid., t. XXXI, n° 2, 1902).
Voir aussi Acta Mathematica, Tomes XXV et XXVIII.
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et les fonctions définies par un développement de Taylor (1), notre Mémoire cité aun® 35,
et une Note récente de M. WaLTer-B. Forp (?).

53.  Nous commencons par démontrer le théoréme suivant, établi par M.
Le Roy, sous une forme moins générale, mais ayant une connexion étroite avec les
résultats obtenus antérieurement par M. Mellin :

Soit une fonction analytique ¢(z) de la variable z = T +it qui vérifie les deux conditions
sutvantes :

1° @(z) est holomorphe dans un certain demi-plan © 2 «;
2° Il existe un nombre 3 inférieur a m et tel que, € désignant un nombre positif aussi
petit qu’on voudra, on ait

d+e)p

a+pe?)| < e our -
[p(a+pe)| p

N3
IIA
_e
IIA

N

des que p dépassera une certaine limite finie ().
Dans ces conditions, on peut affirmer que la fonction F(x) de la variable x = r % qui
est définie par la série (1), est holomorphe pour tout point x intérieur a I'angle

) 9<0<2r—9.

En particulier, si la condition 2° est remplie pour 8 = 0, la fonction F(x) sera holo-
morphe dans tout le plan, sauf peut-étre sur le segment 1 — + oo de I'axe réel.

Pour démontrer ce théoreme, nous pourrions nous servir des formules établies
au Chapitre III, mais nous préférons reprendre la question des le début par une
méthode légerement modifiée.

Observons d’abord que, si les conditions ci-dessus sont vérifiées pour une
valeur donnée de a, elles le seront également pour toute valeur o supérieure a la
premiere. On peut donc supposer que a n’est pas entier et écrire m —1 < a < m,
m étant un entier.

Cela posé, le théoreme général des résidus nous donne

3) Zn:(p(v) X' = f; D(x,z)dz,

(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2¢ série, t. I, 1900.

(?) Journal de Mathématiques, 1903.

(®) 1 résulte de cette hypothese que le rayon de convergence de la série (1) est au moins égal
5 9
ae™.
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en désignant par S le contour qui se compose de la moitié Cg du cercle |z — a| =
R=n+ % — a comprise dans le demi-plan 7 > a et du diametre de Cg, et en posant

2
(z) x
O(x,z) = (ZP—
e TUZ __ 1
Nous allons voir que, pour les valeurs x situées sur un certain segment —ro — 0

de I’axe réel négatif, 1'intégrale relative au demi-cercle Cg s’annule lorsqu’on fait
tendre n et, par suite, R vers l'infini. En effet, en posant

z=a+ReY, x=reé" = -7
on aura

ReV
p(a+Re )T’Z

eniz _ e—m’z

D(x,z) =
Or la condition 2° donne, a partir d'une certaine valeur de R,

|(P(Oc + Rei‘/’) rz| < i’“e_R (1og % cosyh—9 — S)I

et, d’autre part, on aura sur Cg (voir la note de la page 30)

1

erciz _ e—niz

<k’ pour |l,b| = g,

et, en désignant par ¢y un angle compris entre 0 et g,

1

eT[Z‘Z — e_ﬂiz

<k'e™ |sin1¢)|R pour l,b() < '¢| < g,

k" et k" étant des quantités indépendantes de R.
En somme, lorsque r < 1, on aura sur Cg les inégalités suivantes :

1 -
|®(x, Z)| <Ko e—R(log; CoslPo—S—a) pour |¢' < lpo,

D(x, 2)| < K’ 1 e~ R(msingp -8 —¢) pour 1y < |17D| < g

Fixons maintenant I’angle 1y par la condition tsiny = ¥, ot 9 < ¥ < 7, puis
p . 1
déterminons ry de sorte que log - cos Yy = ¥'. Tant que r < 1y, on aura pour tout

point de Cg
|D(x, 2)| < kr*e ™ ~9-OR
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k désignant la plus grande des quantités k’ et k'’ ; par suite, en faisant tendre R
vers l'infini et en supposant —ry < x < 0, l'intégrale f ®(x, z) dz prise le long de Cr
tendra effectivement vers zéro, comme nous l’avions dit, de sorte que I'égalité (3)
deviendra

0 . (A +ico _ v+ico (P(Z) XZ
(4) Zm"(p(v)x = f - D(x,z)dz = fa 7 2.

—ic0 —ico

54. Nous allons maintenant démontrer que le second membre de cette formule
définit une fonction holomorphe de x dans I’angle (2).
A cet effet, posons

z=a+it et x =m0,

de sorte que 0, = 0 — m représente I’argument du point x compté a partir de 1’axe
réel négatif ; on aura

p(a +it)

emia -t _ p—mia + it 4

(5) |D(x,z)| = r* et

d’oti il résulte, en vertu de I'hypothese 2° (voir la note page 46),
|D(x, 2)| < 1 e T 9= O+ eI

Dans le second membre de cette inégalité, on doit lire +0; ou —0,, suivant que ¢
est positif ou négatif.
Supposons maintenant le point x intérieur au domaine

(6) r>0, 94+40<60<2n—-9—-0 (dou |64<m—9-0),

o étant une quantité positive aussi petite qu’on voudra, et désignons par 1 un
nombre positif inférieur a 0. On aura, des que [t| dépassera une certaine valeur T,
=9+ 0;+&(t) >n dou

x,z)| <rie our t>T.
(7) [D(x, 2) < e p > T

On peut conclure de cette inégalité que le second membre de (4) définit une
fonction holomorphe de x dans le domaine (6). Pour le faire nettement voir,

écrivons
a-+ico +00 a+i(v+1)
—f DO(x,z)dz = — Zf D(x,z) dz.
o o

—ico —oo +iv
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En développant, dans l'expression ®(x, z), x* = &* logx en série, on voit d’abord
que chaque terme du second membre est une fonction entiére de log x et qu'il est,
par suite, holomorphe dans le domaine (6). D’autre part, il résulte de 'inégalité (7)
que la série ci-dessus est uniformément convergente dans toute portion finie du
domaine en question. Pour arriver a la conclusion voulue, nous n’avons des lors
qu’a recourir au théoreme établi au n° 10, qui nous montre en méme temps que
les dérivées de la fonction considérée sont représentées, dans le domaine (6), par
les expressions qu’on obtient en différentiant sous le signe intégral ().

Le résultat qui précéde restant vrai quelque petit que soit g, il est donc démontré
que le second membre de I’égalité (4) définit une fonction holomorphe a I'intérieur
de I’angle (2), et comme 1’égalité en question a lieu sur le segment -7, < x < 0 qui
est intérieur a 1’angle (2), cette fonction donnera le prolongement analytique de la
série (4), en vertu du principe établi au n°9.

Or on a d’apres 1'égalité (4), si m est positif,

m—1
® Fo = Y o0 - [
0 .

a+ico

P(z) x*

ezm——ldz (m—1<oc<m),

—j00
et, pour m négatif, en posant m = -k,
k

9) F(x):—ZM—meMdz [~(k+1) <a<-k]|,

- xv i eZniz -1

tandis que, lorsque m = 0, la série (4) se confond avec F(x). Donc, dans tous les cas,
la fonction F(x) sera holomorphe a l'intérieur de 1’angle (2), et notre théoréme se
trouve ainsi démontré (?).

55. Les considérations qui précedent conduisent encore a des conséquences
intéressantes relatives aux propriétés asymptotiques de F(x). On en déduit, en
effet, ce théoreme important :

Sous les conditions énoncées page 104, la fonction définie par la série (1) et qui, d’apres
le théoreme du n° 53, est holomorphe dans le domaine (2), peut se mettre sous I'une ou
I'autre des formes suivantes :

(10) F(x) = x" e(x) si a>-1,
S p(-v)

(11) F(x):—Z(va Fxte(x)  si —(k+1) <a<—k
1

(') Cette méthode de démonstration, qui permet d’éviter des calculs parfois épineux et presque
toujours peu élégants, avait déja été mise en usage par d’autres auteurs, notamment par M. Mellin.
(*) Si m est positif, on suppose que ¢(z) prend des valeurs finies pourz =0, 1,..., m — 1.



108 CHAPITRE V.

&(x) désignant une fonction qui tend uniformément vers zéro lorsque x tend vers l'infini
dans 'angle

(12) I+0L0Z22n—-9 -0,

et cela quelque petite que soit la quantité positive o.
I résulte immédiatement des relations (5) et (7) que le module du produit

-+ico
(13) x“ f D(x,z)dz
a—100
reste au-dessous d"une limite finie dans le domaine (12), et 1'on en conclut, d"apres
les égalités (8) et (9), que la fonction F(x), lorsque o n’est pas un entier, pourra se
mettre sous l'une ou l’autre des formes (10) et (11), ot le module de &(x) reste inférieur
a une quantité finie dans le domaine (12), si I’on exclut le voisinage de 1’origine.

Cette forme moins précise du théoréme suffit dans bien des recherches; on en
trouve des applications importantes dans les Mémoires de M. Mellin, cités plus
haut.

Si l'on veut démontrer que ¢(x) tend effectivement vers zéro avec - ! dans le
domaine (12), des considérations plus délicates deviennent nécessaires. Admettons
d’abord que le nombre a n’est pas entier. Il s’agit de démontrer que, ¢ étant fixé aussi
petit qu’on le voudra, on pourra trouver une quantité R telle que le module de
I'expression (13) reste inférieur a ¢ pour

(14) d9+0=0=2n-J—g, r> R.

En vertu de I'inégalité (7), il est d’abord possible de déterminer le nombre ' de

telle sorte que 'on ait
a—it’ a+ico
f D(x,z)dz + f DO(x, z)dz
a—ico a+it!

pour tout point du domaine (12). Il reste donc & montrer qu’on peut choisir R de
maniére que 'on ait, dans le domaine (14),

a-+it!
x f D(x,z)dz
(24

—it’

_ &
a < =

r 2

(15)

&
<=,

2
En posantz = a + it, x = re'%, on aura

(16) X~ D(x,2) = e A(t) + iB(t) | |cos(t log ) + isin(tlog r)],
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A, B étant des fonctions réelles de t qui sont holomorphes pour toute valeur réelle
de cette variable.
Considérons, par exemple, I'intégrale

"
(17) f e % A(t) sin(t log ) dt.
—t

Je dis d’abord que le nombre des intervalles alternatifs de croissance et de décroissance
que présente I'expression |e‘9tA(t)| entre les limites —t" et t' est inférieur a un nombre
fixe N quel que soit O.

En effet, les extrémités des intervalles en question qui sont comprises entre —t’
et t' correspondent, soit aux zéros de la fonction A(t), soit a ceux de la dérivée
de e7% A(t), c’est-a-dire aux racines de I'équation

A'(t) — OA(H) = 0,

lesquelles, a leur tour, ou vérifient simultanément les conditions A(t) = 0, A’(t) = 0,
A'(f)
A(t)
droite y = 0. D’ailleurs, entre deux de ces points d’intersection consécutifs sera
compris, soit un infini de la fonction [;\T(:))' c’est-a-dire un zéro de A(t), soit un zéro
de sa dérivée, c’est-a-dire une racine de I’équation

avec la

ou bien correspondent aux points d’intersection de la courbe y =

2
AHA"(®H - [A®] =0

Or la fonction A(t) est holomorphe pour tout point de I'intervalle —t' <t < t/,
et celui-ci ne saurait donc comprendre qu'un nombre fini de racines de chacune
des équations

AB=0, AM=0, A®A®)-[AW] =0,

d’ou résulte I'exactitude de la proposition énoncée.
Ce point établi, soit M le maximum de |e‘9tA(t)| pour —t' St<t,9+02 0=
2n—39—o.Jedis que la partie de I'intégrale (17) relative a I'un quelconque des intervalles

_ . » . e s 2M
e o A(t)| varie constamment dans le méme sens, est numériquement inférieure a Toor
ogr

Soit (a,b) I'un des intervalles en question et soient t;, f,,..., t, les multiples

ol

successifs de la quantité é compris entre a et b. Les parties de l'intégrale (17)

correspondant aux sous-intervalles

(tl/ tZ)/ (t2/ t3)/ ey (t/.t—l/ t(J)/ (tp./ b)
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sont alternativement de signes contraires, tandis que leurs valeurs numériques
vont constamment en décroissant [en admettant, pour fixer les idées, que |e‘9t A(t)|
décroit de a vers b]. La somme de toutes ces intégrales sera donc numériquement
plus petite et de méme signe que la premiere d’entre elles. Comme d’ailleurs les
parties de l'intégrale (17) relatives aux intervalles (g, t;) et (t1,t,) sont de signes
contraires, et que chacune d’elles est numériquement inférieure a la quantité

TU
logr 2M
Mf sin(tlogr)dt = —,
0 log r
on arrivera bien a la conclusion voulue.

ey s L, e rs L2
En somme, I'intégrale (17) sera numériquement inférieure a %, pour 9 +0 <

0 £ 2n — 9 — o, et tendra donc uniformément vers zéro dans cet angle lorsque
r croit indéfiniment. Comme la méme conclusion s’applique a chacune des trois
autres intégrales qui proviennent de 'expression (16), il en résulte qu’on pourra
effectivement déterminer le nombre R de maniere que I'inégalité (15) ait lieu dans
les conditions indiquées, et notre démonstration est ainsi achevée dans le cas ot
a n’est pas entier.

56. Lorsque le nombre o est un entier, les expressions (8) et (9) ne sont plus
valables, de sorte que la démonstration doit étre modifiée. Nous nous placerons
dans le cas le plus intéressant, a savoir celui ott & = 0 est la plus petite valeur pour
laquelle soient vérifiées les conditions énoncées a la page 104.

En appliquant alors la formule (8), avec m = 1, et en faisant tendre « vers zéro,
on trouve, par un calcul analogue a celui du n® 29,

ico z xZ
a9 R = o0 - [ 294,
—100
et cette formule sera valable pour tout point x intérieur a I'angle (12), ce qu’on
démontre en raisonnant comme aux n® 53-54.

Pour plus de symétrie, posons x = e™x;, (x; = re'%1), et d’autre part z = it,

@(+£it) = p(t) £ iq(t). L'expression ci-dessus deviendra

(18") F(x):%(p(0)+ f P(t, x,) dt + fo Q(t, x,) dt

0
avec

sin(t log x;)
P(t,x1) = =2p()—o— =
cos(tlogxy)

Q(t, x1) = =24(t)

eﬂt — e—Tlt
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Je dis que le dernier terme de I'expression (18’) tend uniformément vers zéro lorsque x
tend, soit vers l'infini, soit vers zéro, en restant intérieur a I'angle (12). En effet, comme

0t

cos(tlogx;) = %(e + e %" cos(tlogr) — %(eelt +e ) sin(tlogr),

on voit d’abord qu'il est possible de choisir le nombre #; assez petit pour que 1'on

ait, par exemple,
to
f O, x1) dt
0

pour tout point x du domaine (12) (). D’autre part, pour les mémes valeurs x, on a
|01] £ =39 -0, etil s’ensuit que le module de I'expression Q(t, x1) décroit plus vite
qu’une certaine exponentielle e, o1 1 > 0; par conséquent, on pourra choisir un

nombre T tel que
f Q t Xl)dt

pour tout point x du domaine (12). Enfin, en raisonnant comme au n° 55, on voit
qu’il existe un nombre R tel que 1’on ait

T
f Q(t, xq) dt

pour 9+0 <0 £2n—-9 -0, |log r| > R. Sous les mémes conditions, le module
du dernier terme de l'expression (18’) sera donc inférieur a ¢, d’ot1 résulte la
proposition énoncée.

Cela posé, dans 1'égalité (18’), faisons tendre x vers l'origine, en restant dans
I'angle (12). Comme F(0) = ¢(0), on conclut de la proposition ci-dessus que 1'inté-

grale
f P(t, x,) dt
0

. ) o1 .1 1 .
tendra uniformément vers la limite E(P(O)' Or, si l'on remplace x par - ou, ce qui

(19)

<&
3

<_

&
< —
3

. A 1 4. . . . .
revient au méme, x; par —, l'intégrale en question changera simplement de signe.
X1

(") La fonction ¢(z) étant, par hypothese, holomorphe a I'origine, I’expression

9 = 5[ @D - p(-it)]

renferme ¢ en facteur, d’ot1 il résulte que Q(f, x1) est holomorphe pour ¢ = 0.
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Par suite, elle tendra uniformément vers la limite —%gD(O), lorsque x tend vers

I'infini dans I’angle (12), et, en utilisant encore une fois la proposition ci-dessus,
on voit donc que, dans le cas oui les conditions énoncées a la page 104 sont vérifiées
pour o = 0, la fonction F(x) tend uniformément vers zéro lorsque x tend vers l'infini en
restant intérieur a I'angle (12).

Ce résultat subsiste d’ailleurs dans des conditions plus générales que celles de
la page 104. Ainsi il n’est pas nécessaire que la fonction ¢(z) soit holomorphe a
l'origine; il suffit, par exemple, qu’elle y prenne une valeur finie et déterminée et
que, en outre, l'intégrale

2 [

ait un sens. En effet, en vertu de la premiére de ces hypotheses, la formule (18)
restera applicable (voir la note de la page 57) et, en vertu de la seconde, il sera
possible de satisfaire a I'inégalité (19), qui est la seule ou intervienne le caractere
de ¢(z) a 'origine.

De méme, on démontre aisément que le résultat ci-dessus reste valable dans
le cas o1 ¢(z) présente sur 'axe imaginaire un nombre fini de points singuliers
distincts de l'origine, z1, z,, ..., tels que le produit (z—z,) ¢(z) tende uniformément
vers zéro avec |z — z,| et que l'intégrale

£
f |p(z, +it)| dt
0

ait une valeur finie pour les valeurs réelles de .

Supposons maintenant que ¢(z) possede surl’axe imaginaire un pole zy, distinct
de l'origine. La formule (18) restera encore valable si 'on y modifie le chemin
d’intégration, par exemple en remplacant un petit segment passant par le point z,
par un demi-cercle tournant la convexité vers la gauche, pourvu que, en méme
temps, on retranche du second membre le résidu de I'expression

. p(z)x*

62771'2 — 1
relatif au pdle zy. On démontre facilement que, apres cette modification, I'intégrale

qui figure dans la formule (18) tendra toujours uniformément vers %(p(O), lorsque x
tendra vers l'infini dans I'angle (12).

Or, si zy est un pole simple de ¢(z), le résidu correspondant de 1’expression
ci-dessus s’écrit Ax*, A étant une constante. Dans ce cas, la fonction F(x) restera



PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES SERIES DE TAYLOR. 113

donc inférieure en valeur absolue a une quantité finie dans le domaine (12), en ne
tendant d’ailleurs vers aucune limite fixe lorsque le point x s’éloigne indéfiniment.
Si, au contraire, z; est un pole d’ordre m > 1, on conclut des remarques précédentes
que la fonction F(x) devient infiniment grande de 1'ordre de (logx)" ™' lorsque x
tend vers l'infini en restant dans 1’angle (12).

Les résultats que nous venons de démontrer dans ce numéro pour a = 0
s’étendent immédiatement au cas ot a est un entier quelconque.

II. — Applications diverses.

57.  Des théorémes qui précedent, nous allons tirer d’abord quelques con-
séquences intéressantes relatives aux fonctions entiéres. Soit ¢(z) = z7%, ¢ étant
un nombre positif < 2; cette fonction est holomorphe pour 7 2 0, sauf a I’origine,
mais en ce point, ¢(z) prend une valeur finie, a savoir 1, et la condition concernant
l'intégrale (20) se trouve également vérifiée. D’autre part, en posant z = pe'¥, on

aura
|(P(Z)| — eap(zpsinw—logpcosgb)’

et par suite, dés que p > 1,

o

p@|<e?”  pour -Ts<y<l
On pourra donc appliquer le théoreme du n® 55 en faisanta = 0, 9 = %, etl'on

en conclut que la fonction entiére

e

tend uniformément vers zéro lorsque x tend vers 1'infini, en restant dans 1’angle
¥) Dieso<on-T—e
2 2
Ce résultat étant vrai quelque petits que soient les nombres positifs o et ¢, on
voit qu'il existe des fonctions entiéres tendant uniformément vers zéro, lorsque x augmente
indéfiniment, dans un angle qui est inférieur a 21t d’aussi peu qu’on le voudra.

Cette remarque est due a M. Mittag-Leffler, qui y a été conduit dans ses
recherches sur la fonction (*)

oo »
3) Z(): T +v0) (0>0),

(1) Comptes rendus, 2 mars 1903.
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1
(1 +0%)
dans tout le plan et, en se servant de la formule de Stirling, on trouve facilement
que l'inégalité

(na . s)p

|(p(a + pei¢)| <e2 N

qu’on déduit de F(x) en faisant ¢(z) = . Cette fonction ¢(z) est holomorphe

oul a désigne une constante réelle quelconque et ¢ un nombre positif arbitrairement
petit, est vérifiée pour —g <Y £ g deés que p est supérieur a une certaine limite
finie. Le théoreme du n° 55 nous permet donc d’affirmer, non seulement que la
fonction (3) tend uniformément vers zéro avec Jl—c dans l'angle (2), mais encore que
I'on a, quelque grand que soit 1’entier positif k, la relation

) k
X" X - .
Zol—l“(1+vo) ‘_le—m—m)” ex)  (k<a<k+1),

ol £(x) jouit de la méme propriété. Le second membre de cette égalité nous donne

donc le développement asymptotique de la fonction (3) dans 1’angle % <0<
o
21 = —. .
Soit maintenant ¢(z) = [log(z + ﬁ)] ; cette fonction est holomorphe pour 7 2 0,
si l’on suppose > 1; d’autre part, un calcul élémentaire nous donne

Ysiny + e(p)

d’otr il résulte qu’on a, quelque petit que soit le nombre positif ¢,
j Tt Tt
[ppe)|<er pour  -F<ys]
deés que p dépasse une certaine limite. Dans le cas présent, les conditions énoncées
page 104 sont donc vérifiées pour @ = 0, 9 = 0, et nous arrivons ainsi a cette
conclusion intéressante que la fonction entiére

(4) Ep(x) = Z:" [m] B>1)

tend vers zéro lorsque x tend vers l'infini suivant un rayon quelconque autre que I’axe réel
positif (1).

() Cf. une Note de l'auteur insérée dans le Tome XXVII du Bulletin des Sciences mathématiques
(aotit 1903). D’autres fonctions du méme genre ont été indiquées par MM. Malmquist et Mittag-
Leffler (Comptes rendus, 12 octobre 1903).
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Lorsque 8 > 2, les conditions de la page 104 sont vérifiées pour 9 = 0 et pour
une valeur de a comprise entre —2 et —1. On aura donc

_log(,B —-1) +e(x)

Ep(x) = .

. . p 1
£(x) tendant uniformément vers zéro avec = dans I'angle
eLOL2n—¢,

quelque petit que soit ¢, et I'on en conclut immédiatement que, pour g > 2, les
arguments des racines de l'équation Eg(x) = O tendent vers zéro lorsqu’on s’éloigne
indéfiniment de I'origine.

On peut rattacher a la fonction (4) une remarque ingénieuse due a M. Mittag-
Leffler (!). D’apres ce qui précede, 'expression

o Es®

définit une fonction entiere tendant vers zéro suivant 1’axe réel positif, mais vers
I'unité suivant tout autre rayon. En désignant par g’ un nombre réel supérieur a
I'unité et distinct de §, on arrive donc a cette conclusion curieuse que la fonction
entiere

e Es) _ pEp (@)

tend vers zéro lorsque x tend vers l'infini suivant un rayon quelconque.

Ce paradoxe apparent s’explique par cette remarque que la fonction précé-
dente, bien qu’elle converge vers zéro suivant un rayon quelconque, ne converge
uniformément vers cette limite dans aucun angle, si petit qu’il soit, qui renferme
l’axe réel positif. Il n’est guere possible d'imaginer un exemple plus propre a mettre
en évidence I'importance de la notion de convergence uniforme.

58. En appliquant a la fonction (1) la formule (8), page 107, avec m = 1, on

trouve :

hai x\V atico -0z 4z

Z(_G) :1—f sz (0<C¥<1),
0 v a—ioco e - 1

égalité valable pour tout point x intérieur a I’angle

o o

(1) Comptes rendus, 12 octobre 1903. Voir aussi un Mémoire de M. Mittag-Leffler qui vient de
paraitre dans le Tome XXIX des Acta Mathematica.
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Ce résultat subsiste encore pour ¢ = 0, puisque les conditions de la page 104 sont
vérifiées pour ¢(z) =1, 9 =0, et 'on aura donc

1 _q Atz dy
1-x e €FMZ—1

a—100

dans tout le plan, excepté sur I'axe réel positif. Cela posé, nous allons démontrer
la proposition suivante :

Lorsque le parametre ¢ tend vers zéro par des valeurs positives, la fonction entiere (1)

tend uniformément vers L dans tout domaine fini n’ayant aucun point commun avec
le segment 1 — + oo de Iaxe réel.

Ceci ayant évidemment lieu dans toute aire intérieure au cercle |x| = 1, il suffira
de démontrer la proposition pour un domaine X n’ayant aucun point commun
avec la partie 0 — + oo de l'axe réel. A cet effet, fixons d’abord un nombre
positif 0y tel que le domaine X soit intérieur a 1’angle (5) dés que 0 < 0y; on aura,
pour tout point x du domaine X, et pour ¢ < oy,

= x ) 1 aHO (1 _ 7707) x
(©) ZO:(%)_l—x_f- e2riz — 1 dz.

a—100

Or, en posant z = a + it, on peut conclure des calculs du n° 54 que le module de
I'expression sous le signe intégral, pour les valeurs considérées de x et de o et pour
les valeurs t de module suffisamment grand, reste inférieur a une certaine expo-
nentielle e, o1 7 > 0. Il est donc possible de trouver un nombre positif ¢ tel que
les parties de I'intégrale ci-dessus qui correspondent aux valeurs ¢ supérieures a t/
ou inférieures a —t’, donnent une somme numériquement inférieure, par exemple,
a ¢, et d’autre part comme 1 — z7°% tend vers zéro avec ¢, on pourra assigner un
nombre positif o), £ 0 tel que la partie restante de 1'intégrale en question, celle
ou t varie entre les limites —t’ et t', soit inférieure en valeur absolue a ¢ des que
o < o). Le module de la différence (6) sera donc inférieur a 2¢ pour tout point du
domaine X des que ¢ < gy, et notre proposition se trouve ainsi démontrée.
Soit maintenant une série de Taylor quelconque

[s¢]

(7) Z a,x’

0

ayant un rayon de convergence fini et non nul, et soit A son étoile principale de
convergence (*), suivant la terminologie de M. Mittag-Leffler. En s’appuyant sur

(') Le domaine A comprend, de chaque rayon vecteur, le segment compris entre l’origine et le
premier point singulier de la fonction (7) qu’on rencontre en cheminant suivant ce rayon.
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un théoreme fondamental établi par M. Borel (1), on déduit immédiatement de la
proposition précédente l'intéressante conséquence que voici :
o
Lorsque o tend vers zéro par des valeurs positives, la fonction entiere Zo: ﬂv( v% )V converge
o

uniformément vers la fonction définie par la série ) a,x" dans toute aire finie intérieure i
I'étoile A. 0

C’est 1a, nous semble-t-il, I'exemple le plus simple qu’on puisse trouver de ces
expressions limites, réalisant le prolongement d"une série de Taylor en dehors de
son cercle de convergence, dont MM. Borel, Mittag-Leffler, Painlevé et d’autres ont
ces derniéres années enrichi I’Analyse. Du reste, cet exemple n’est qu’'un cas tres
particulier d’un théoréme général que nous avons démontré ailleurs (%).

59. Supposons maintenant vérifiées les hypotheses suivantes :

1° La fonction @(z) est uniforme et ne présente qu’un nombre fini de points singuliers;

2° Ayant fixé un nombre positif arbitrairement petit €, on peut trouver un autre
nombre positif R tel que

lp(pe™)| <e  pour  p>R.

Le rayon de convergence de la série donnée sera égal a 1'unité et, d’apres le
théoreme de la page 104, la fonction F(x) que définit cette série restera holomorphe
tant qu’on évitera le segment 1 — + oo de 'axe réel. Cette branche de la fonc-
tion F(x) sera appelée, dans la suite, la branche principale, et sera désignée par F(x).

Mais nous allons voir que, dans le cas présent, on pourra étudier la fonction F(x)
pour toute valeur de x. Soit, en effet, —n un entier négatif inférieur a la partie réelle
de chacun des points singuliers de ¢(z). On pourra appliquer la formule (9) (p. 107)
pour k = n, a condition de retrancher de son second membre 1’expression

d(x) = 2mi S, %

la somme s’étendant a tous les points singuliers de ¢(z) situés a distance finie.
Remarquons en passant que ®(x) est une fonction entiére de logx, ce qu'on voit
immédiatement en exprimant les résidus qui y figurent par des intégrales définies,
et en développant x* = ¢*1°8* suivant les puissances ascendantes de log x.

() Mémoire sur les séries divergentes, p. 63—64 et 133-134 (Annales de | "Ecole Normale, 1899) et Lecons
sur les séries divergentes.
@) Comptes rendus, 29 décembre 1902, et Journal de Mathématigues, t. IX, 1903.
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On trouve donc pour F(x) I'expression suivante :

®) Fo=-) 27
1

X

- O(x) — f o D(x,z)dz,

—j00

ol —(n+1) < a < —n, expression qui est valable dans tout le plan, sauf sur la partie
0 — + oo de l'axe réel.
Je dis que le dernier terme de cette expression s’évanouit lorsque n croit indéfiniment,

si le point x est situé sur le segment —oo — — 1 de I'axe réel. En effet, en posant
a:—(n+%), z=a+it, x=e"r (r>1),

on aura [voir 1’égalité (5), page 106]

@ +it)|

[, 2)| =

;o (0
et, par suite, en vertu de I'hypotheése 2° ci-dessus,
ID(x, 2)] < ¥ e+ sm,
¢ tendant vers zéro lorsque a tend vers —co. Comme 1'on a
Va2 + 2 < \/Elal pour It] < |
et
Va2 + 12 < \/Eltl pour |t > |t

le module du dernier terme de 1'expression (8) sera inférieur a la somme
] 00
27 ¢ V2lal f e ™ dt + 2r° f e eV gy
7
0 ]

dont les deux termes s’évanouissent pour a = —co, des que r > 1.
Pour n = oo, I’égalité (8) deviendra donc,

©) Fw=-Y 250 o,

(") Voir Note 2.
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en supposant d’abord la variable x réelle et inférieure a —1. Mais, comme 1'expres-
sion figurant au second membre est holomorphe en dehors du cercle |x| = 1, elle
nous donnera le prolongement de la fonction F(x) dans toute cette région, en vertu
du principe établi au n°9. Donc :

Sous les conditions énoncées a la page 117, la fonction F(x) est holomorphe en dehors
du cercle |x| = 1 (sauf peut-étre a l'infini).

Menons une coupure suivant I'axe réel de 1 a +co. Dans la région extérieure au
cercle [x| = 1, et limitée par les deux bords de cette coupure, la branche f(x) sera
représentée par l'expression (9), ou1 I'argument de x est compris entre 0 et 27, et la
différence entre la valeur que prend cette branche en un point x situé sur le bord
supérieur de la coupure, et sa valeur au point correspondant du bord inférieur,
sera égale a

e2m'z -1 eZniz -1

z Z 52Tz
—D(x) + P(e* x) = —2nil{,(q)(z))x - ((P(Z))x i ]

expression qui se réduit a
(10) 2mi (p(2) %,

la somme §, s’étendant aux points singuliers de ¢(z) situés a distance finie.
Les valeurs de I'expression

(11) Fi(x) = F(x) + 2mi & (9(2)) %,

sur le bord inférieur de la coupure 1 — + oo se confondent donc avec celles que
prend la branche principale F(x) sur le bord supérieur et, en invoquant toujours le

principe établi au n°® 9, on en conclut que F;(x) donne le prolongement de F(x) au dela
de la coupure 1 — + oo, lorsqu’on la traverse de haut en bas. Sil’on traverse la méme

coupure de bas en haut, le prolongement de F(x) est fourni par I’expression

(12) Fa(x) = F(x) - 27ti & (p(2)) x°.

Or I'expression (10), étant une fonction entiere de log x, admet pour seuls points
singuliers I’origine et le point a I'infini, et notre discussion conduit donc au résultat
suivant :

Sous les conditions énoncées a la page 117, la fonction F(x) n’admet pas d’autres
singularités que les points 1, co et 0, I'origine étant en général point singulier pour toute
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branche de la fonction autre que la branche principale. En dehors du cercle |x| = 1, cette
fonction est représentée par l'expression (9) qui, jointe aux égalités (11) et (12), permet
d’en poursuivre I'étude pour toutes les valeurs de x (V).

60. Appliquons d’abord ce résultat au cas o1 ¢(z) n’a pas de points singuliers
a distance finie. Alors, en vertu de I'hypothese 2° , ¢(z) est une fonction entiere dont
le module croit moins vite que et ¥, quelque petit que soit ¢.

Les égalités (11) et (12) se réduisent a Fi(x) = Fo(x) = F(x), et la formule (9)
devient

p(-v)

xV

pour |x| > 1,

(13) Fo)=-)
1

d’our il résulte que la fonction F(x) est uniforme dans tout le plan, admet x = 1
comme seul point singulier et s’annule a 'infini. Donc, d’apres le théoréme de
Laurent, F(x) est une fonction entiere de x%, sans terme constant (*).

Si, en particulier, ¢(z) est une fonction paire, ’équation (13) devient

F(x) = —F(%) + ¢(0).

Pour x = €', cette égalité s’écrit F(e'?) + F(e7¥) = ¢(0); donc la partie réelle de
F(x) se réduit a la valeur constante % @(0) sur la circonférence |x| = 1, sil’on suppose la

fonction ¢(z) réelle pour les valeurs réelles de z.
Si ¢(z) est impaire, I'égalité (13) prend la forme

F(x) = F(%)

et 'on en conclut, en particulier, que la partie imaginaire de F(x) s’annule sur la
circonférence |x| = 1.

61. Soit en second lieu ¢(z) une fonction rationnelle, cas ot les conditions de la
page 117 sont toujours vérifiées, et soit 2 un pole de ¢(z). Si c’est un pole simple, la
partie correspondante de 1’expression ®@(x) s’écrit Ax?, A étant une constante. Si a

(1) On a supposé tacitement que ¢(z) ne devient infini pour aucune valeur entiére de z. Mais il
est facile de voir comment doivent étre modifiés les résultats qui précedent dans le cas ol cette
condition n’est pas remplie.

(*) Ce résultat important a été établi a peu pres simultanément par M. Le Roy (voir p. 348 du
Mémoire cité plus haut) et par M. Wigert (Ofversigt af Svenska Vetenskapsakademiens Forhandlingar,
1900). Voir aussi un Mémoire de M. Leau (Journal de Mathématiques, 1899).
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est un pole d’ordre m > 1, il surviendra des termes en x* logx, ..., x*(logx)" "
D’apres 'égalité (9), on en conclut que, si les poles de ¢(z) ont tous leur partie
réelle négative, toute branche de la fonction F(x) tend vers zéro lorsque x s’éloigne
indéfiniment dans une direction quelconque.

Soit, en particulier, ¢(z) = z, k étant un entier positif, et considérons la fonction

* v

(14) =Y o =Y X,

v=1 v=1

qui a fait I'objet des recherches de Lambert, Legendre, Abel, Kummer et de bien
d’autres. On aura encorel’égalité (9), en désignant par @(x) le résidu del’expression

1 2mix?
? eZniZ — 1

relatif a ’origine. Or, on trouve facilement, a 1’aide de la formule (9) (p. 31), que ce
@mi)k (log X
kT 2mi

résidu est égal a ), de sorte que 1’égalité en question devient

[o¢]

Nk
Fo=y Y 2L B0, (logx) (1 <1),

- vk xv k! 27

résultat dGi a8 M. Jonquiere (!). D’autre part, I'égalité (11) s’écrit

_ _ 1 k-1
Fi(x) = F(x) + 2mi %

Ces relations permettent d’étudier F(x) dans tout le plan; pour k = 1, on
retrouve les propriétés connues de log(1 — x).

Les résultats du n° 59 restent encore applicables dans bien des cas ou ¢(z) est
une fonction méromorphe, mais pour cette question nous devons nous borner a
renvoyer aux Mémoires de M. Mellin, qui en a donné de nombreux exemples.

III. — Nouwelle méthode de prolongement analytique.

62. On arrive a d’autres résultats généraux et dignes d’intérét en se servant
de la formule (IV), page 58 (%).

(Y) Bihang till Svenska Vetenskapsakademiens Handlingar, t. XV, 1888.
(%) Pour cette Section, voir pages 24-36 de notre Mémoire cité au n° 35.
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Pour en faciliter I'énoncé, nous admettrons d’abord les hypotheses suivantes :

1° La fonction ¢(z) est holomorphe pour tout point z = T + it faisant partie du
demi-plan t 2 0;

2° Quelque petit que soit le nombre positif €, on aura

I
(ST

|q0(p e’w)| < e pour - g <y

des que p dépassera une certaine limite finie.

En posant f(z) = ¢(z) x*, on conclut immédiatement de la seconde hypothese
que la condition (A) (p. 54), lorsque x est réel et positif, est vérifiée uniformément
pour 0 £ 7 £ n, quelque grand que soit 7, et, par un calcul identique a celui de la
page 118, on démontre que la condition (B) est remplie si I'on suppose 0 < x < 1.
Pour ces valeurs de x, on pourra donc appliquer la formule (IV) avec m = 0, ce qui
donne

(1) F(x) = 20(0) + H(x) + I(x),
ou

. p(it) X" — p(—it) x7
(2) H(x) =i fo T dt,
©) Ix) = fo (D) d,

L’étude de la fonction donnée F(x) est donc ramenée a celle des fonctions H(x)
et I(x).

En posant x = r¢'?, on a

|xit| — o0t |x—it' = oY

d’apres I'hypothése 2° , le module de I'expression qui dans (2) figure sous le signe
intégral croitra donc moins vite que e”?"~191-9" quelque petit que soit ¢, et, en
raisonnant comme a la page 107, on en déduit ce premier résultat :

L’expression H(x) définit une fonction analytique de la variable x = re®® qui est
holomorphe pour tout point du domaine

—2n < 0 <2m, r>0.
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Quant a I’expression I(x), nous nous bornerons pour le moment a constater
qu’elle définit une fonction holomorphe a I'intérieur du cercle |x| = 1, en exceptant
l'origine. Ceci résulte immédiatement de 1'inégalité

1
—T(log——s)
<e T

() x"

qui, en vertu de ’hypothese 2° , subsiste a partir d"une valeur finie de 7, quelque
petit qu’on se donne le nombre positif ¢.

La fonction F(x) est holomorphe pour |x| < 1, puisque, d’aprés I'hypothese 2°,
le rayon de convergence de la série donnée est au moins égal a un. On peut donc
conclure de 1'égalité (1) que H(x) est également holomorphe pour |x| < 1, sauf a
l'origine qui est pour chacune des fonctions H(x) et I(x) un point critique, c’est-a-dire
un point singulier autour duquel différentes branches de la fonction se permutent.

Désignons maintenant par H(x) la branche de la fonction H(x) qui est définie
par l'intégrale (2) dans le domaine -1t < O < 7, et, de méme, par I(x) la branche
de I(x) définie par l'intégrale (3) dans le domaine - < 6 < 1, r < 1, et soient
d’autre part Hi(x), I;(x) les nouvelles branches de ces mémes fonctions qu’on
obtient en prolongeant Hy(x), L(x) le long d’une courbe fermée faisant le tour de
'origine dans le sens direct, et restant intérieure au cercle x| = 1. Comme la somme
H(x) + I(x) est uniforme dans ce méme cercle, d’apres 1'égalité (1), on aura

Hi(x) + L(x) = H(x) +1(x),

ou bien B B B .
Hi(x) = H(x) + I(x) — I1(x),

etil en résulte que, dans le domaine ou1 était défini H(x), labranche H; (x) ne saurait
présenter d’autres singularités que celles de la fonction I(x). Cette conclusion
s’étend successivement a toutes les branches de H(x), et, aprés un moment de
réflexion, on arrive ainsi au résultat suivant, qui nous parait intéressant :

Sous les conditions énoncées page 122, toute branche de la fonction F(x) peut se mettre

sous la forme %(p(O) + H(x) plus ou moins certaines branches de la fonction I(x).

L’étude de la fonction F(x) revient donc essentiellement a celle de la fonction I(x) et,
en particulier, les singularités de F(x) sont toutes comprises parmi celles des différentes
branches de I(x).

Cette proposition reste encore vraie si I'on remplace la condition 2° par la
suivante qui est plus générale :
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Quelque petit que soit €, on aura

IIA
IIA

Igo(p ei¢)| < e®+op pour - 0

> ()

NI

des que p dépassera une certaine limite, S étant un nombre positif inférieur a .

L’'intégrale (2) définit dans ce cas une fonction holomorphe dans le domaine
0] <2 -9, r>0.

Remarquons encore que la seconde partie de la proposition ci-dessus reste
valable dans le cas ot les conditions données sont vérifiées, non pas pour ¢(z),
mais pour ¢(1y+z), 1y étant un entier positif quelconque, pourvu toutefois que ¢(z)
soit holomorphe aussi sur le segment 0 £ 7 £ ny de l'axe réel. On le vérifie
immédiatement, en appliquant les résultats précédents a la série

Z Py +v)x'.
0

63. La proposition précédente permet d’étudier completement la fonction
F(x) toutes les fois qu’on sait calculer 1'intégrale I(x) sous forme finie. Nous en
donnerons plus loin des exemples ; mais d’abord nous indiquerons un cas assez
général o1 I'on peut poursuivre I'étude de la fonction I(x) et, par suite, celle de la
fonction F(x), pour toutes les valeurs de la variable x. Admettons les hypotheses
suivantes :

1° La fonction ¢(z) est holomorphe dans le demi-plan © 2 0.

2° L'angle 1 étant donné aussi grand qu’on le voudra, on peut trouver un nombre
positif R tel que, en posant z = p ¥, la fonction ¢(z) soit holomorphe pour =g < ¥ < 1y,
p 2 R (sauf peut-étre a l'infini).

3° Quelque grand que soit Y et quelque petit que soit €, on aura, dés que p dépassera
une certaine limite,

lppe™)| < e pour =y <P < Yo

Ces conditions portent sur la branche principale de ¢(z), c’est-a-dire sur celle qui
fournit les coefficients de la série donnée.

Nous allons montrer que, sous les conditions énoncées ci-dessus, la fonction I(x) ne
saurait présenter, a distance finie, d’autres points singuliers que I'origine et le point (r = 1,
0 =0).

(") Voir Note 3.
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Désignons par I(x, 1) l'intégrale f @(z) x*dz prise de 0 & oo suivant le rayon
formant avec I’axe réel positif 1’angle 1, supposé compris entre —g et g En posant
x=reY z=peY, onaura

|XZ| — ep(logrcos#}—@simp)’

et comme (p(z)| croit moins vite que e sur le rayon envisagé, en vertu de 'hy-
pothese 3° , on en conclut, en raisonnant comme a la page 107, que I(x, i) représente
une fonction analytique holomorphe dans le domaine T (1), défini par les inégalités

4) logrcosy —Osiny <0, r> 0.

Je dis que cette fonction donne le prolongement de la fonction I(x), définie
par l'intégrale (3), a l'intérieur du cercle |x| = 1. Pour s’en assurer, on n’aura qu’a
reprendre le raisonnement donné page 89 et a observer que 'on a sur l'arc AB,
pour x réel et positif,

—R(costplog% - s)’

x° (p(z)| <e

d’ouril résulte que, sil’on suppose 0 < x < 1,l'intégrale relative a cet arc s’évanouit
lorsque R croit indéfiniment.
Le domaine T() comprend les points intérieurs a la spirale

(5) r= e@tangl{).

Pour ¢ = 0, celle-ci se confond avec la circonférence r = 1. A mesure que |gb|
augmente, le domaine T(i) s’élargit et embrasse, pour ¢ = g, tout point ayant un

argument 0 > 0 et, pour | = —g, les points pour lesquels 0 < 0, d’ou le résultat
suivant :

La fonction 1(x) reste holomorphe de quelque maniére qu’on fasse varier le point x,
a condition qu’il ne vienne se confondre ni avec I’origine, ni avec un point situé sur le
segment 0 — oo (") du rayon d’arqument 6 = 0.

Lorsque |z,b| croit au dela de g on doit dans l'expression I(x,{) modifier le
chemin d’intégration de maniere a éviter les points singuliers de la fonction ¢(z).
Pour fixer les idées, convenons de choisir pour ce chemin le contour I' qui se
compose:1° dusegment() — Rdel’axeréel;2° del’arcdelacirconférence |z| = R
compris entre les points z = Ret z = Re'¥; 3° de la partie du rayon d’argument ¢
qui s’étend du point z = Re" a l'infini. On suppose R choisi de telle sorte que

(") Voir Note 4.
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@(z) soit holomorphe a l'intérieur et sur le contour de la région comprise entre
"axe réel positif et le rayon d’argument 1, et extérieure au cercle |z| = R.
Dans ces conditions, 'expression

I(x,¢) = ﬁ@(z)xzdz

représentera, pour toute valeur donnée de 1, une fonction analytique de x qui
est holomorphe dans le domaine T(y), défini par (4), et cette fonction donnera
constamment le prolongement de la fonction I(x). En effet, si les valeurs ¢’ et ¢
sont suffisamment rapprochées, les domaines T(y)’) et T(1)"") auront une portion
commune, et pour tout point x intérieur a cette portion les expressions I(x, ¢’)
et I(x,¢") prendront des valeurs égales, ce qu’on démontre en raisonnant comme
page 89. En intercalant entre 0 et ¢ une suite de valeurs suffisamment rapprochées
et en comparant entre elles deux a deux les expressions I(x, ) correspondant a ces
valeurs, on arrivera donc au résultat annoncé.

Quant au domaine T()), sa forme se modifie sans cesse lorsque ¢ varie. Ainsi,

lorsque g <y < 3?71, de sorte que cosy < 0, ce domaine comprend la portion
du plan qui est extérieure a la spirale (5), et, en particulier, pour 1) = 7, la portion
extérieure a la circonférence |x| = 1. Pour iy = 3771, T(¢) se réduit au domaine 0 < 0;

3 5 . P N .
pour 771 <Y< 771, ce sera de nouveau la portion du plan intérieure a la spirale (5),

laquelle, pour ¢ = 27, se confond avec la circonférence |x| = 1; et ainsi de suite.
Pour les valeurs négatives de 1, les choses se passent d"une maniere analogue.

Cette discussion, qui deviendrait plus claire a I'inspection d"une figure, con-
duit a la conclusion suivante : partant par exemple d"un point situé sur le segment
0 — 1durayond’argument 0 = 0, faisons décrire a la variable x, d'un mouvement
uniforme, une courbe S qui ne passe ni par l’origine, ni par le point (r = 1,0 = 0),
et qui aboutisse a un point quelconque x; distinct de ces deux points; on pourra
prescrire a I’angle 1y une variation continue, telle que le point x, en décrivant la
courbe S, soit a chaque instant intérieur au domaine T(y’) et que, par suite, 'expres-
sion I(x, ) soit holomorphe en ce point. Comme I(x, ) donne le prolongement
de I(x), d’apres ce qui a été dit plus haut, il en résulte que la fonction I(x) est
holomorphe en tout point de S et, en particulier, au point x;, et comme celui-ci
était un point quelconque distinct des points x = 0 et (r = 1, 0 = 0), la proposition
énoncée au début de ce numéro se trouve donc démontrée.

En se reportant maintenant a la proposition démontrée page 123, on arrive a
I'intéressant résultat que voici :
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Si les conditions énoncées page 122 sont vérifiées, la fonction F(x) ne saurait admettre
d’autres points singuliers que 1, co et O [l'origine étant en général point singulier pour
toute branche de F(x) autre que la branche principale].

Pour que ce résultat soit applicable, il suffit d'ailleurs que les conditions dont
il s’agit soient vérifiées pour @(ny + z), ny étant un entier positif quelconque.

64. Nous indiquerons en quelques mots une généralisation du résultat qui
précede. En conservant les deux premiéres conditions du n°® 63, convenons de
remplacer la troisiéme par la suivante qui est plus générale :

Quelque grand que soit 1V et quelque petit que soit €, on aura, a partir d’une certaine
valeur de p,

|g0(p ei¢)| <™ pour — o S Y <1y,

O désignant un nombre positif inférieur a .
A chaque valeur donnée ¢ on pourra évidemment faire correspondre un nom-
bre réel K(¢), inférieur a 9 et tel que, p tendant vers l'infini, le produit

tende vers zéro ou non, suivant que ¢ > 0 ou ¢ < 0. En raisonnant comme au
numéro précédent, on en conclut que l'expression I(x, {’) représente une fonction
holomorphe de x dans le domaine

(6) logrcosy — Osiny + K(y) <0, r>0,

et que cette fonction donne le prolongement de I(x); le théoreme de la page 123
nous permet donc d’énoncer le résultat suivant, qui révele un rapport intéressant
entre les points singuliers de F(x) et les propriétés asymptotiques de ¢(z) :

Si les conditions énoncées ci-dessus sont vérifiées, les seuls points singuliers que puisse
présenter F(x) a distance finie, en dehors de I'origine, sont les points x = re'? qui restent
extérieurs au domaine (6) quel que soit 1.

Comme K(¢) < 9, les points en question vérifieront a plus forte raison la
condition log r cos i — Osin1 + 9 > 0, quel que soit ¢, d’otr cette autre conclusion :

Sous les conditions admises ci-dessus, les points singuliers de la fonction F(x), autres
que l'origine et le point a l'infini, sont tous compris a l'intérieur de la courbe fermée

_ V92 - 02

r=e

enveloppe des spirales log r cos ) — O sin + 9 = 0 correspondant aux différentes valeurs
de l'angle 1.
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Pour 9 = 0, la courbe en question se réduit au seul point x = 1, de sorte que
'on retrouve le théoréme du n° 63.

65. Reprenons les hypothéses du n° 63 et les notations du n° 62 ; on aura a
I'intérieur du cercle |x| =1

F(x):%(p(0)+ﬁ(x)+ fo X (1) dr,

et d’autre part, en désignant, comme a la page 119, par F;(x) la branche de la
fonction F(x) qu’on obtient en prolongeant F(x) le long d"un chemin faisant le tour
du point x = 1 dans le sens rétrograde, il résulte des considérations des pages 125
126 qu’on aura dans le méme cercle

fl(x):%g0(0)+ﬁ(x)+ fr ¥ (z) dz,

le contour I"” étant composé : 1° du segment 0 — R de l'axe réel; 2° de la
circonférence Cy de centre 0 et de rayon R (parcourue dans le sens direct) ; 3° du
segment R — oo de 1’axe réel. Quant au nombre R, on doit le choisir assez grand
pour que la branche principale de ¢(z) soit holomorphe pour 0 £ ¢y £ 27, p 2 R,
ce qui est possible en vertu des hypothéses du n° 63.

Les égalités précédentes mettent en évidence certains cas généraux ou 1'on
pourra trouver pour la différence F1(x) — F(x) une expression valable dans tout le
plan.

(a). La branche principale de ¢(z) est uniforme a l'infini. — Le nombre R étant
déterminé comme il a été dit, ¢(z) sera uniforme et holomorphe en dehors de Cy
et sur cette circonférence, d’ot1 ’'on déduit

Fi(x) — F(x) = L x* @(z) dz.

Or, d’apres le théoreme de Laurent, la fonction ¢(z) sera représentée pour
|z| Z R par un développement de la forme

p(z) = i Az,

qui reste uniformément convergent sur Cg, et en le substituant dans 1'égalité
précédente, on aura

A,
v-=1)!

Fi(x) - F(x) = 2mi Z (logx)" ™.
1
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Le second membre est une fonction entiere de log x. On peut ainsi étudier la
fonction F(x) dans tout le plan.

(B)- La fonction ¢(z) est uniforme dans tout le plan et ne présente qu'un nombre fini
de points singuliers. — Dans ce cas, on retrouve un résultat établi au n° 59 :

Fi(x) - F(x) = 2mi & (p(x)) x°.

(). ¢(z) = log R(z), R(z) étant une fonction rationnelle. — Soient ay, a, ..., a, les
affixes des zéros et des poles de la fonction R(z), situés a distance finie, et soient
Ui, Mo, ..., Un leurs ordres respectifs [p, étant un entier positif ou négatif suivant
que le point a, est pour R(z) un zéro ou un podle]. Par une déformation continue,
on pourra ramener le contour I’ défini plus haut a une suite de lacets, partant de
'origine et renfermant chacun un seul point g, plus le segment 0 — + oo de 'axe
réel. On trouve ainsi, par un calcul facile que nous devons laisser au lecteur,

. n
Fi(x) - F(x) = _liglx Z Hy X,
égalité qui met en évidence le caractere des différentes branches de la fonction
donnée.
66. En terminant, appliquons les considérations qui préceédent a un exemple
assez important. Faisons ¢(z) = z™° et supposons la partie réelle de s négative;
@(z) s’annulera a 1’origine, et la fonction F(x) s’écrira

[o¢]

F(x,s) = Z i—:

1

Les conditions du n° 63 sont vérifiées, sauf que la fonction ¢(z) n’est pas holo-
morphe a l'origine. Mais, comme elle y prend une valeur finie et déterminée, les
résultats précédents seront encore valables, comme on le voit en appliquant la
formule (V) de la page 58 avec m = 1, et en tenant compte de la note de la page 57.

Dans le cas présent, I'intégrale I(x) se calcule sous forme finie :

s—1

I(x) = j:o x"tdt =T(1 - s)(log Jl—c) ,

et I’expression H(x) s’écrit :

_ * s e dt
H(x)——Z‘f0 t sm(tlogx—;)

ezﬂt — 1 4
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de sorte que l'égalité (1) nous donne

s—1 00
=l [ onese3)
0

On vérifie aisément sur cet exemple les résultats du n° 63. En particulier, les
seuls points singuliers de I(x) sont I'origine, le point a I'infini et le point (r =1, 0 =
0). Donc aussi, d’apres la page 123, F(x, s) n’admet pas d’autres points singuliers que
1, co et 0. D’ailleurs 'origine est effectivement point singulier pour toute branche
de F(x,s) autre que la branche principale.

D’autre part, on constate aisément que foute branche de F(x,s) tend vers zéro
lorsqu’on s’éloigne indéfiniment de l'origine, dans une direction déterminée quel-
conque (cf. le n°® 55).

La fonction H(x) étant holomorphe au point x = 1, on peut la développer en
série convergente suivant les puissances ascendantes de log x. Les coefficients de
ce développement, qui se présentent d’abord sous forme d’intégrales définies,
peuvent s’exprimer simplement a I’aide de la fonction ((s), en vertu de I'égalité (8)
de la page 107. On trouve ainsi (!)

(7) F(x,s) =T(1 - s)(log 31_6)5‘ 1 + i C(s—v) (log x)v.
0

V!

Quel estle domaine de convergence de ce développement ? On pourrait évidem-
ment le déduire des propriétés de la fonction ((s), mais nous préférons nous servir
de nos résultats généraux. Les points singuliers de H(x) sont I'origine et le point
a l'infini, ainsi que le point x = 1 lorsqu’on y arrive apres avoir fait le tour de
l'origine, c’est-a-dire avec un argument 0 qui est un multiple entier positif ou
négatif de 2n. La plus petite valeur du module |log x| correspondant a un point
singulier de H(x) ou de log x, est donc précisément égale a 27, et il en résulte que le
développement (7) reste convergent tant que |log x| < 27, condition qui est vérifiée

dans le domaine limité par les deux courbes r = ¢ V4 =0 ot y = o= V4n? 02,
On aura un développement analogue de I'expression H(x), avec le méme do-
maine de convergence, toutes les fois que sont vérifiées les conditions du n° 62.
Nous avons supposé jusqu’ici la partie réelle de s négative, mais il est facile de
lever cette restriction. En effet, en se servant d’un artifice bien connu dii a Riemann,

() Ce résultat peut se déduire aussi d'une formule générale trés remarquable établie par
M. Mellin (Acta Soc. Scient. Fenn., t. XXIV, n° 10, p. 39-42 et t. XXIX, n° 4, p. 42-44).
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on arrive a cette nouvelle expression de H(x) :

2 . nsy At
H(x) = P fct sm(tlogx - ?) 1’

le contour C se composant, par exemple, des parties suivantes : 1° le segment
oo — kdel’axeréel (0 < k < 1);2° lacirconférence |t = k, parcourue dans le sens
direct;3° lesegmentk — oo, de’axe réel. Cette expression est valable pour toutes
les valeurs de s, sauf les valeurs entiéres, et 'on en conclut que, sous les mémes
conditions, la fonction H(x) est holomorphe dans le domaine —27t < 0 < 27, r > 0.
Donc, dans tous les cas, 1, oo et 0 seront les seuls points singuliers de F(x, s). D’autre
part, 'expression ci-dessus peut évidemment se développer en série convergente
suivant les puissances ascendantes de log x, et comme les coefficients de cette série
sont des fonctions analytiques de s et qu’ils doivent coincider avec les coefficients
correspondants du développement (7) lorsque la partie réelle de s est négative, il
en résulte que ce dernier développement reste valable pour toutes les valeurs de s,
sauf les valeurs entiéres et positives.

Substituons maintenant dans la formule (7) s = k + ¢, k étant un entier positif
supérieur a l'unité. On déduit facilement des propriétés connues de I'(x) :

TA=5)=T(1—k=¢) =%+ Ag+ A+,

avec

D" D 1
R:m, Aozm(1+§+"'+m—C),

C étant la constante d’Euler, et d’autre part on a, d’apres la page 99,
B 1
(s-(k-D]=Ca+e)=Z+C+---.

En faisant tendre ¢ vers zéro, on trouvera donc pour la fonction (14) (p. 121) ce
nouveau développement (!)

= x' (logx)“ ! 1 1 1
Z;—W (1+§+"‘+m—10g10g;)

v=1

1%

) , 1 v
S M
v=0

(1) Ce développement peut se déduire aussi des résultats obtenus par Kummer (Journal de Crelle,
t. 21 ; voir en particulier p. 340).



ol l'accent affectant la derniere somme signifie que la valeur v = k — 1 est exclue.
Les coefficients de ce développement, qui converge pour |10g x| < 27, se simplifient
d’ailleurs, grace aux relations (6) (p. 30) et (9) (p. 99).

A la fonction F(x, s) se rattachent d’autres fonctions intéressantes, par exemple

Z sin(logv)x” et Z(log v)x¥,
1 1

dont la premiere a été considérée par M. Hadamard dans sa These. Notre méthode
permettrait de méme d’étudier completement la fonction plus générale

Mais nous devons laisser au lecteur a développer ces applications et bien
d’autres qui se déduisent facilement de nos considérations générales.

FIN.
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NOTES SUR LA TRANSCRIPTION

Quatre erreurs typographiques ont été corrigée, dénotée dans ce texte
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Note 1. (Page 8) Ajouter des parentheses autour de v :
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Note 2. (Page 118) Ajouter un i a 'exponent du deuxieme terme du
dénominateur :
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Note 3. (Page 124) Dans la condition, remplacer I'égalité par “<” :
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Note 4. (Page 125) Le bout gauche a été fait 0 a la base du contexte :

...ni avec un point situé sur le segment 0 — oo du
rayon. ..

Dans original : — oo






End of the Project Gutenberg EBook of Le calcul des résidus et ses
applications a la théorie des fonctions, by Ernst Leonard Lindelof

**% END OF THIS PROJECT GUTENBERG EBOOK LA THEORIE DES FONCTIONS ***

#w#%%% This file should be named 29781-pdf.pdf or 29781-pdf.zip *****
This and all associated files of various formats will be found in:
http://www.gutenberg.org/2/9/7/8/29781/

Produced by Joshua Hutchinson, Andrew D. Hwang, and the
Online Distributed Proofreading Team at http://www.pgdp.net
(This file was produced from images generously made
available by Cornell University Digital Collections)

Updated editions will replace the previous one--the old editions
will be renamed.

Creating the works from public domain print editions means that no

one owns a United States copyright in these works, so the Foundation
(and you!) can copy and distribute it in the United States without
permission and without paying copyright royalties. Special rules,

set forth in the General Terms of Use part of this license, apply to
copying and distributing Project Gutenberg-tm electronic works to
protect the PROJECT GUTENBERG-tm concept and trademark. Project
Gutenberg is a registered trademark, and may not be used if you

charge for the eBooks, unless you receive specific permission. If you
do not charge anything for copies of this eBook, complying with the
rules is very easy. You may use this eBook for nearly any purpose
such as creation of derivative works, reports, performances and
research. They may be modified and printed and given away--you may do
practically ANYTHING with public domain eBooks. Redistribution is
subject to the trademark license, especially commercial
redistribution.

* START: FULL LICENSE #*¥**

THE FULL PROJECT GUTENBERG LICENSE
PLEASE READ THIS BEFORE YOU DISTRIBUTE OR USE THIS WORK



To protect the Project Gutenberg-tm mission of promoting the free
distribution of electronic works, by using or distributing this work
(or any other work associated in any way with the phrase "Project
Gutenberg"), you agree to comply with all the terms of the Full Project
Gutenberg-tm License (available with this file or online at
http://gutenberg.org/license).

Section 1. General Terms of Use and Redistributing Project Gutenberg-tm
electronic works

1.A. By reading or using any part of this Project Gutenberg-tm
electronic work, you indicate that you have read, understand, agree to
and accept all the terms of this license and intellectual property
(trademark/copyright) agreement. If you do not agree to abide by all
the terms of this agreement, you must cease using and return or destroy
all copies of Project Gutenberg-tm electronic works in your possession.
If you paid a fee for obtaining a copy of or access to a Project
Gutenberg-tm electronic work and you do not agree to be bound by the
terms of this agreement, you may obtain a refund from the person or
entity to whom you paid the fee as set forth in paragraph 1.E.8.

1.B. "Project Gutenberg" is a registered trademark. It may only be
used on or associated in any way with an electronic work by people who
agree to be bound by the terms of this agreement. There are a few
things that you can do with most Project Gutenberg-tm electronic works
even without complying with the full terms of this agreement. See
paragraph 1.C below. There are a lot of things you can do with Project
Gutenberg-tm electronic works if you follow the terms of this agreement
and help preserve free future access to Project Gutenberg-tm electronic
works. See paragraph 1.E below.

1.C. The Project Gutenberg Literary Archive Foundation ("the Foundation"
or PGLAF), owns a compilation copyright in the collection of Project
Gutenberg-tm electronic works. Nearly all the individual works in the
collection are in the public domain in the United States. If an
individual work is in the public domain in the United States and you are
located in the United States, we do not claim a right to prevent you from
copying, distributing, performing, displaying or creating derivative
works based on the work as long as all references to Project Gutenberg



are removed. Of course, we hope that you will support the Project
Gutenberg-tm mission of promoting free access to electronic works by
freely sharing Project Gutenberg-tm works in compliance with the terms of
this agreement for keeping the Project Gutenberg-tm name associated with
the work. You can easily comply with the terms of this agreement by
keeping this work in the same format with its attached full Project
Gutenberg-tm License when you share it without charge with others.

1.D. The copyright laws of the place where you are located also govern
what you can do with this work. Copyright laws in most countries are in
a constant state of change. If you are outside the United States, check
the laws of your country in addition to the terms of this agreement
before downloading, copying, displaying, performing, distributing or
creating derivative works based on this work or any other Project
Gutenberg-tm work. The Foundation makes no representations concerning
the copyright status of any work in any country outside the United
States.

1.E. Unless you have removed all references to Project Gutenberg:

1.E.1. The following sentence, with active links to, or other immediate
access to, the full Project Gutenberg-tm License must appear prominently
whenever any copy of a Project Gutenberg-tm work (any work on which the
phrase "Project Gutenberg" appears, or with which the phrase "Project
Gutenberg" is associated) is accessed, displayed, performed, viewed,
copied or distributed:

This eBook is for the use of anyone anywhere at no cost and with
almost no restrictions whatsoever. You may copy it, give it away or
re-use it under the terms of the Project Gutenberg License included
with this eBook or online at www.gutenberg.org

1.E.2. If an individual Project Gutenberg-tm electronic work is derived
from the public domain (does not contain a notice indicating that it is
posted with permission of the copyright holder), the work can be copied
and distributed to anyone in the United States without paying any fees
or charges. If you are redistributing or providing access to a work
with the phrase "Project Gutenberg" associated with or appearing on the
work, you must comply either with the requirements of paragraphs 1.E.1
through 1.E.7 or obtain permission for the use of the work and the
Project Gutenberg-tm trademark as set forth in paragraphs 1.E.8 or



1.E.9.

1.E.3. If an individual Project Gutenberg-tm electronic work is posted
with the permission of the copyright holder, your use and distribution
must comply with both paragraphs 1.E.1 through 1.E.7 and any additional
terms imposed by the copyright holder. Additional terms will be linked
to the Project Gutenberg-tm License for all works posted with the

permission of the copyright holder found at the beginning of this work.

1.E.4. Do not unlink or detach or remove the full Project Gutenberg-tm
License terms from this work, or any files containing a part of this
work or any other work associated with Project Gutenberg-tm.

1.E.5. Do not copy, display, perform, distribute or redistribute this
electronic work, or any part of this electronic work, without
prominently displaying the sentence set forth in paragraph 1.E.1 with
active links or immediate access to the full terms of the Project
Gutenberg-tm License.

1.E.6. You may convert to and distribute this work in any binary,
compressed, marked up, nonproprietary or proprietary form, including any
word processing or hypertext form. However, if you provide access to or
distribute copies of a Project Gutenberg-tm work in a format other than
"Plain Vanilla ASCII" or other format used in the official version
posted on the official Project Gutenberg-tm web site (www.gutenberg.org),
you must, at no additional cost, fee or expense to the user, provide a
copy, a means of exporting a copy, or a means of obtaining a copy upon
request, of the work in its original "Plain Vanilla ASCII" or other
form. Any alternate format must include the full Project Gutenberg-tm
License as specified in paragraph 1.E.1.

1.E.7. Do not charge a fee for access to, viewing, displaying,
performing, copying or distributing any Project Gutenberg-tm works
unless you comply with paragraph 1.E.8 or 1.E.9.

1.E.8. You may charge a reasonable fee for copies of or providing
access to or distributing Project Gutenberg-tm electronic works provided
that

- You pay a royalty fee of 20% of the gross profits you derive from
the use of Project Gutenberg-tm works calculated using the method



you already use to calculate your applicable taxes. The fee is
owed to the owner of the Project Gutenberg-tm trademark, but he
has agreed to donate royalties under this paragraph to the
Project Gutenberg Literary Archive Foundation. Royalty payments
must be paid within 60 days following each date on which you
prepare (or are legally required to prepare) your periodic tax
returns. Royalty payments should be clearly marked as such and
sent to the Project Gutenberg Literary Archive Foundation at the
address specified in Section 4, "Information about donations to
the Project Gutenberg Literary Archive Foundation."

- You provide a full refund of any money paid by a user who notifies
you in writing (or by e-mail) within 30 days of receipt that s/he
does not agree to the terms of the full Project Gutenberg-tm
License. You must require such a user to return or
destroy all copies of the works possessed in a physical medium
and discontinue all use of and all access to other copies of
Project Gutenberg-tm works.

- You provide, in accordance with paragraph 1.F.3, a full refund of any
money paid for a work or a replacement copy, if a defect in the
electronic work is discovered and reported to you within 90 days
of receipt of the work.

- You comply with all other terms of this agreement for free
distribution of Project Gutenberg-tm works.

1.E.9. If you wish to charge a fee or distribute a Project Gutenberg-tm
electronic work or group of works on different terms than are set

forth in this agreement, you must obtain permission in writing from
both the Project Gutenberg Literary Archive Foundation and Michael

Hart, the owner of the Project Gutenberg-tm trademark. Contact the
Foundation as set forth in Section 3 below.

1.F.

1.F.1. Project Gutenberg volunteers and employees expend considerable
effort to identify, do copyright research on, transcribe and proofread
public domain works in creating the Project Gutenberg-tm

collection. Despite these efforts, Project Gutenberg-tm electronic
works, and the medium on which they may be stored, may contain



"Defects," such as, but not limited to, incomplete, inaccurate or
corrupt data, transcription errors, a copyright or other intellectual
property infringement, a defective or damaged disk or other medium, a
computer virus, or computer codes that damage or cannot be read by
your equipment.

1.F.2. LIMITED WARRANTY, DISCLAIMER OF DAMAGES - Except for the "Right
of Replacement or Refund" described in paragraph 1.F.3, the Project
Gutenberg Literary Archive Foundation, the owner of the Project
Gutenberg-tm trademark, and any other party distributing a Project
Gutenberg-tm electronic work under this agreement, disclaim all
liability to you for damages, costs and expenses, including legal
fees. YOU AGREE THAT YOU HAVE NO REMEDIES FOR NEGLIGENCE, STRICT
LIABILITY, BREACH OF WARRANTY OR BREACH OF CONTRACT EXCEPT THOSE
PROVIDED IN PARAGRAPH F3. YOU AGREE THAT THE FOUNDATION, THE
TRADEMARK OWNER, AND ANY DISTRIBUTOR UNDER THIS AGREEMENT WILL NOT BE
LIABLE TO YOU FOR ACTUAL, DIRECT, INDIRECT, CONSEQUENTIAL, PUNITIVE OR
INCIDENTAL DAMAGES EVEN IF YOU GIVE NOTICE OF THE POSSIBILITY OF SUCH
DAMAGE.

1.F.3. LIMITED RIGHT OF REPLACEMENT OR REFUND - If you discover a
defect in this electronic work within 90 days of receiving it, you can
receive a refund of the money (if any) you paid for it by sending a
written explanation to the person you received the work from. If you
received the work on a physical medium, you must return the medium with
your written explanation. The person or entity that provided you with
the defective work may elect to provide a replacement copy in lieu of a
refund. If you received the work electronically, the person or entity
providing it to you may choose to give you a second opportunity to
receive the work electronically in lieu of a refund. If the second copy
is also defective, you may demand a refund in writing without further
opportunities to fix the problem.

1.F.4. Except for the limited right of replacement or refund set forth
in paragraph 1.F.3, this work is provided to you ’AS-IS’ WITH NO OTHER
WARRANTIES OF ANY KIND, EXPRESS OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO
WARRANTIES OF MERCHANTIBILITY OR FITNESS FOR ANY PURPOSE.

1.F.5. Some states do not allow disclaimers of certain implied
warranties or the exclusion or limitation of certain types of damages.
If any disclaimer or limitation set forth in this agreement violates the



law of the state applicable to this agreement, the agreement shall be
interpreted to make the maximum disclaimer or limitation permitted by
the applicable state law. The invalidity or unenforceability of any
provision of this agreement shall not void the remaining provisions.

1.F.6. INDEMNITY - You agree to indemnify and hold the Foundation, the
trademark owner, any agent or employee of the Foundation, anyone
providing copies of Project Gutenberg-tm electronic works in accordance
with this agreement, and any volunteers associated with the production,
promotion and distribution of Project Gutenberg-tm electronic works,
harmless from all liability, costs and expenses, including legal fees,
that arise directly or indirectly from any of the following which you do
or cause to occur: (a) distribution of this or any Project Gutenberg-tm
work, (b) alteration, modification, or additions or deletions to any
Project Gutenberg-tm work, and (c) any Defect you cause.

Section 2. Information about the Mission of Project Gutenberg-tm

Project Gutenberg-tm is synonymous with the free distribution of
electronic works in formats readable by the widest variety of computers
including obsolete, old, middle-aged and new computers. It exists
because of the efforts of hundreds of volunteers and donations from
people in all walks of life.

Volunteers and financial support to provide volunteers with the
assistance they need, are critical to reaching Project Gutenberg-tm’s
goals and ensuring that the Project Gutenberg-tm collection will
remain freely available for generations to come. In 2001, the Project
Gutenberg Literary Archive Foundation was created to provide a secure
and permanent future for Project Gutenberg-tm and future generations.
To learn more about the Project Gutenberg Literary Archive Foundation
and how your efforts and donations can help, see Sections 3 and 4

and the Foundation web page at http://www.pglaf.org.

Section 3. Information about the Project Gutenberg Literary Archive
Foundation

The Project Gutenberg Literary Archive Foundation is a non profit
501(c) (3) educational corporation organized under the laws of the



state of Mississippi and granted tax exempt status by the Internal
Revenue Service. The Foundation’s EIN or federal tax identification
number is 64-6221541. Its 501(c)(3) letter is posted at
http://pglaf.org/fundraising. Contributions to the Project Gutenberg
Literary Archive Foundation are tax deductible to the full extent
permitted by U.S. federal laws and your state’s laws.

The Foundation’s principal office is located at 4557 Melan Dr. S.
Fairbanks, AK, 99712., but its volunteers and employees are scattered
throughout numerous locations. Its business office is located at

809 North 1500 West, Salt Lake City, UT 84116, (801) 596-1887, email
business@pglaf.org. Email contact links and up to date contact
information can be found at the Foundation’s web site and official
page at http://pglaf.org

For additional contact information:
Dr. Gregory B. Newby
Chief Executive and Director
gbnewby@pglaf.org

Section 4. Information about Donations to the Project Gutenberg
Literary Archive Foundation

Project Gutenberg-tm depends upon and cannot survive without wide
spread public support and donations to carry out its mission of
increasing the number of public domain and licensed works that can be
freely distributed in machine readable form accessible by the widest
array of equipment including outdated equipment. Many small donations
($1 to $5,000) are particularly important to maintaining tax exempt
status with the IRS.

The Foundation is committed to complying with the laws regulating
charities and charitable donations in all 50 states of the United
States. Compliance requirements are not uniform and it takes a
considerable effort, much paperwork and many fees to meet and keep up
with these requirements. We do not solicit donations in locations
where we have not received written confirmation of compliance. To
SEND DONATIONS or determine the status of compliance for any
particular state visit http://pglaf.org



While we cannot and do not solicit contributions from states where we
have not met the solicitation requirements, we know of no prohibition
against accepting unsolicited donations from donors in such states who
approach us with offers to donate.

International donations are gratefully accepted, but we cannot make
any statements concerning tax treatment of donations received from
outside the United States. U.S. laws alone swamp our small staff.

Please check the Project Gutenberg Web pages for current donation
methods and addresses. Donations are accepted in a number of other
ways including checks, online payments and credit card donations.
To donate, please visit: http://pglaf.org/donate

Section 5. General Information About Project Gutenberg-tm electronic
works.

Professor Michael S. Hart is the originator of the Project Gutenberg-tm
concept of a library of electronic works that could be freely shared
with anyone. For thirty years, he produced and distributed Project
Gutenberg-tm eBooks with only a loose network of volunteer support.

Project Gutenberg-tm eBooks are often created from several printed
editions, all of which are confirmed as Public Domain in the U.S.
unless a copyright notice is included. Thus, we do not necessarily
keep eBooks in compliance with any particular paper edition.

Most people start at our Web site which has the main PG search facility:
http://www.gutenberg.org

This Web site includes information about Project Gutenberg-tm,

including how to make donations to the Project Gutenberg Literary

Archive Foundation, how to help produce our new eBooks, and how to
subscribe to our email newsletter to hear about new eBooks.



	PG Boilerplate
	Préface
	Chapitre I
	Chapitre II
	Section II.I
	Section II.II
	Section II.III

	Chapitre III
	Section III.I
	Section III.II
	Section III.III

	Chapitre IV
	Section IV.I
	Section IV.II
	Section IV.III

	Chapitre V
	Section V.I
	Section V.II
	Section V.III

	Table des Matières
	Catalogue
	Notes sur la Transcription
	PG License

