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Einleitung

Das Abel’sche Theorem iiber die hyperelliptischen Integrale bildet die
Grundlage fiir die Theorie einer neuen Gattung analytischer Functionen, die
deswegen passend Abel’sche Functionen genannt, und folgendermaflen definirt
werden konnen.

Es bedeute

R(x) = Ag(x —a1)(x —ap) -+ (x —app41)

eine ganze Function (2p + 1)ten Grades von x, wobei angenommen werde, dafs
unter den Grofien

a]_, az, ceey ﬂ2@+1

keine zwei gleiche sich finden, wihrend sie im Ubrigen beliebige (reelle und
imagindre) Werthe haben konnen. Ferner seien uq, uy, ..., Uy 0 unbeschrankt
veranderliche Grofien, und zwischen diesen und eben so vielen von ihnen
abhéngigen x1, X, ..., Xy die nachstehenden Differential-Gleichungen, in denen

P(x) dasProduct (x—ay)(x—ap)---(x—ap)

bedeutet, gegeben:

duy = Px) da  1Px) dyp 1P dy
2x1 = R(x;) 2%2-m R(xp) 2xp—mq \/R(TQ)/
by = Pr)) daq 1P do 1P dy
2x-m" (Req) 2%-%2 JRGm)  2%-% Rk
_1Px) _dn 1 P0p) _do 1 Py  dx,

== . + . +--- 4 . ;
2x1—a9 /R(xl) 2x2—a9 /R(xz) 2xp—a9 /R(xg)

mit der Bestimmung, daf$ x1, xp, ..., Xo die Werthe aq, ap, ..., ag annehmen
sollen, wenn uq, up, ..., u, simmtlich verschwinden.
Alsdann sind x1, xp, ..., X, als die Wurzeln einer Gleichung von der
Form
X0+ Pyx? 4 Ppx®2 4. +Py=0

*) Man kann diesen Differential-Gleichungen mancherlei verschiedene Formen geben; die
hier gewihlte vereinfacht die Rechnung nicht unwesentlich, ohne daf3, wie spater soll gezeigt
werden, der Allgemeinheit Abbruch geschieht.



zu betrachten, wo Py, Py, ..., P, eindeutige analytische Functionen von uq,
uy, ..., up bedeuten; wihrend eine zweite ganze Function von x des (¢ — 1)ten
Grades

Quxe + Qx4+ Q.
deren Coefficienten eben solche Functionen von uy, uy, ... u, sind, wenn man
X =Xx1,X2,..., Xp setzt, die zugehorigen Werthe von

VR(xl)/ VR(XZ)/ ey VR(xQ)
giebt.”)
Hiernach ist jeder rational und symmetrisch aus
x1,%,...,x, und  R(x), VR(x2), ..., VR(x,)

zusammengesetzte Ausdruck als eine eindeutige Function von uy, uy, ... u,
anzusehn. Insbesondere aber zeigt es sich, dafs das Product

(ax — x1)(axr — x2) -+ (ax — Xp),

wo 1 eine der Zahlen 1, 2, ... 2p + 1 bedeutet, das Quadrat einer solchen ist.
Betrachtet man demgemafs, indem man

P(x) = (x = x7)(x = x2) -+ (x = Xp)

setzt, und unter hiy, iy, ..., hppy1 Constanten versteht, die Grofen

Vhip@), Vhao@), ..., hy19ag)

als Functionen von uy, uy, ..., #,, so kann man nicht nur aus denselben die
Coefficienten der Gleichung, deren Wurzeln x1, x, ..., Xo sind, leicht zusam-
mensetzen, sondern sie zeichnen sich auch gleich den elliptischen sinamu,
cosamu, Aamu, auf welche sie sich fiir ¢ = 1 reduciren, und denen sie tiber-
haupt vollkommen analog sind, durch eine solche Menge merkwiirdiger und
fruchtbarer Eigenschaften aus, dafs man ihnen und einer Reihe anderer, im Zu-
sammenhange mit denselben stehenden, vorzugsweise den Namen ,, Abel’sche
Functionen” zu geben berechtigt ist, und sie zum Hauptgegenstande der Be-
trachtung zu machen aufgefordert wird.

Die nédchste Aufgabe, welche sich nun darbietet, betrifft die wirkliche
Darstellung der im Vorstehenden definirten Grofien, sowie die Entwicklung

*) Den ersten Theil dieses Satzes hat bereits Jacobi ausgesprochen, und dadurch den wahren
analytischen Charakter der Grofien x1, x, ..., x, klar gemacht.



ihrer hauptsdchlichsten Eigenschaften. Sodann ist es auch erforderlich, das
Integral

f{l—"(xl)dxl N F(x5) dxy - F(xQ)de}
VRGE)  VR&) VRG&o) )’

wo F(x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, als Function von uy,
uy, ..., uyauszudriicken. Beide Probleme finden in der gegenwirtigen Schrift,
deren Resultate ich zum Theil schon friiher in zwei kleinern Abhandlungen®)
bekannt gemacht habe, ihre vollstandige Erledigung, und zwar auf einem Wege,
welcher von dem fiir die Abel’schen Functionen zweier Argumente von Gopel
und Rosenhain betretenen ganzlich verschieden ist. Die genannten Mathema-
tiker gehen namlich von unendlichen Reihen aus, die sie aus denen, durch
welche Jacobi die elliptischen Functionen auszudriicken gelehrt hat, durch ei-
ne von tiefer analytischer Einsicht zeugende Verallgemeinerung erhalten, und
zeigen dann, wie sich aus denselben, die zwei verdnderliche Grofien uyq, u, ent-
halten, die Coefficienten einer quadratischen Gleichung so zusammensetzen
lassen, dafy zwischen deren Wurzeln und u, uy zwei Differential-Gleichungen
von der oben aufgestellten Form bestehen. Dagegen war mein Bestreben von
Anfang an auf die Auffindung einer Methode gerichtet, die geeignet sei, un-
mittelbar von den genannten Differential-Gleichungen aus fiir jeden Werth von
o auf einem einfachen, alle Willkiihrlichkeit ausschliefenden Wege zur Dar-
stellung der Groflen xq, xp, ..., X, als Functionen von uyq, uy, ..., u, in einer
fiir alle Werthe der letztern giiltig bleibenden Form zu fiithren. Durch weitere
Ausbildung eines Verfahrens, dessen ich mich bereits frither zur directen Ent-
wicklung der elliptischen Functionen, ohne Voraussetzung der Multiplications
— und Transformations-Formeln mit gutem Erfolge bedient hatte, gelang es
mir, das Ziel, welches ich mir gesteckt, vollstandig zu erreichen; wo sich denn
als schlieflliches Resultat meiner Untersuchungen ergab, dafs sich simmtliche
Abel’sche Functionen einer bestimmten Ordnung auf eine einzige, in einfacher
Form darstellbare Transcendente zuriickfiihren lassen. Damit ist aber fiir sie
dasselbe erreicht, was fiir die elliptischen Functionen Jacobi gethan hat, und
was Lejeune Dirichlet in seiner Gedadchtnifirede auf den grofien Mathematiker
mit Recht als eine der bedeutendsten Leistungen desselben bezeichnet.

Die vorliegende Arbeit ist unter mancherlei dufsern Hemmungen ent-
standen, die mir nur von Zeit zu Zeit, und oftmals nach langer Unterbrechung,
mit derselben mich zu beschiftigen gestatteten. Ohne Zweifel wird man Spuren
davon an nicht wenigen Stellen entdecken. Gleichwohl hoffe ich, daf$ ihr die
Sachkundigen auch in der Gestalt, wie ich sie jetzt ihrer Beurtheilung vorlege,

*) Programm des Braunsberger Gymnasiums v. J. 1849 und Crelle’s Journal Bd. 47.



nicht ganz ihren Beifall versagen, und wenigstens ein Ergebnifs derselben mit
Befriedigung aufnehmen werden, die Thatsache ndmlich, daf sich die ellip-
tischen und die Abel’schen Functionen nach einer fiir alle Ordnungen gleich
bleibenden und zugleich directen Methode behandeln lassen; und ich trage
kein Bedenken, zu gestehen, daf$ ich auf dieses Resultat meiner Arbeit einigen
Werth lege, und es als ein fiir die Wissenschaft nicht unbedeutendes betrachte.

Erstes Kapitel.

Erklarung der Abel’schen Functionen; Bestimmung der
analytischen Form derselben.

§. 1.

Ich beginne mit der Ermittelung der Form, unter welcher der Zusammenhang
zwischen den Grofen x1, xp, ..., xp und uq, up, ..., u, dargestellt werden
kann. Zuvorderst aber moge, zur Vermeidung von Wiederholungen, hier ein
fiir allemal in Betreff einiger Bezeichnungen, die ich im Verlaufe der ganzen
Abhandlung unverdndert beibehalten werde, Folgendes festgestellt werden.

Die ersten Buchstaben des deutschen Alphabets, a, b, ¢ ... sollen, sobald
nicht ausdriicklich etwas Anderes bestimmt wird, ausschlieSlich Zahlen aus
der Reihe

1, 2, ..., o

bedeuten, in der Art, daf$ jeder derselben, wo er in einer Formel vorkommt,
unabhédngig von den iibrigen etwa in ihr sich findenden, simmtliche dieser
Reihe angehorigen Werthe durchlaufen kann. Ein Ausdruck, der einen oder
mehrere dieser Buchstaben enthilt, reprdsentirt demnach, je nachdem die Zahl
derselben 1, oder 2, oder 3 u. s. w. ist, g, oder QZ, oder 03 u. s. w. Werthe. Die Sum-
me aller dieser Werthe soll dann ferner durch ein dem Ausdrucke vorgesetztes
Y. bezeichnet werden, und zwar in der Regel ohne besondere Andeutung der
Buchstaben, auf welche es sich bezieht, was nur in dem Falle nicht unterbleiben
darf, wenn aufder derselben noch andere deutsche Buchstaben vorkommen.



Hiernach ist z. B.

Dagegen soll

ZF(a, b) = aiP(a, b)
a= Qb

ZFabc)—ZZFabc)

a=1b=

sein; u. s. w.

Kommt es in einem besondern Falle vor, daf$ bei einer solchen Summa-
tion ein Buchstabe von den festgesetzten Werthen irgend einen bestimmten
nicht annehmen darf, so soll darauf durch ein dem } oben beigefiigtes (")
aufmerksam gemacht, und zugleich der auszuschliefende Werth neben der
Summenformel angegeben werden; wonach z. B. die Bedeutung der Formel

Zall(aa iab) , (@2D)

klar ist.

Endlich bemerke ich noch, dafi eine Gleichung, die einen, oder zwei
u. s. w. der in Rede stehenden deutschen Buchstaben enthilt, ein System von
0, oder @2 u. s. w. Gleichungen darstellt; so dafs z. B. die in der Einleitung
aufgestellten Differential-Gleichungen sammtlich in der folgenden

1 P) _dx

~ 2 Xq — ay ) JR(xa)

(1) duy =

enthalten sind.
Dies vorausgeschickt soll nun zunichst gezeigt werden, dafs sich xq, xp,
., X bei hinldnglich kleinen Werthen vonuy, uy, ..., up nach ganzen positiven
Potenzen dieser Grofien in convergirende Reihen entwickeln lassen.



Wenn die Differenz x — 4y, wo r irgend eine der Zahlen 1,2, ..., 20 +1
bezeichnen soll, dem absoluten Betrage®) nach kleiner ist als die Differenz
zwischen 4y und jeder andern der Grofen aq, 4, ..., az,1 (was durch den
Ausdruck ,es befinde sich x in der Ndhe von a,;” bezeichnet werden moge), so
lafst sich

JR® durch eine convergirende Reihe von der Form
R(x

1
VR’ (ar)(x - ax)
8R—ix), und (r)1, (¥)2 u. s. w. rational aus ay und den
Coefficienten von R(x) zusammengesetzte Ausdriicke sind.

Wird daher angenommen, es befinde sich xq in der Ndhe von ay, x; in
der Ndhe von a5 u. s. w., und setzt man,

AL+ 1 (= ar) + (@2 (c—a)? +---

darstellen, wo R’(x) =

R oP

% = Ag(X —ape1) - (X —agp41) mit Q(x), ach) mit P’ (x)
bezeichnend,
2) V(B ) s,
so hat man

1 P(xq) dxq

2 Xq—Xp VR(x0)

wo (a,b)g, (a,b); u. s. w. rationale, aus aq, a5, und den Coefficienten von P(x),
Q(x) zusammengesetzte Ausdriicke bedeuten, und insbesondere

= ((a,0)o + (a,b)1 53 + (a, D)y 53 + -+ ) dsa,

(a,a)g=1, (a,b)g=0, wennaz=Db,

*) Unter dem absoluten Betrage oder Werthe einer complexen (imaginédren) Grofle verstehe
ich hier den analytischen Modul derselben, wie er sonst genannt wird. Der Umstand, daf3
das Wort Modul in so verschiedenem Sinne gebraucht wird, und namentlich in der Theorie
der elliptischen und Abel’schen Functionen bereits eine feststehende Bedeutung hat, moge die
Einfithrung der vorgeschlagenen Benennung entschuldigen.



ist. Hiernach geben die Gleichungen (1.) durch Integration

_ (Cl, 1)TI 2n+1
u1—51+S{ 2n+1sa ,

n=1...00

_ (a/ 2)n 2n+1
u2—52+5{ 2n+15a ,

3.

Aus diesen Reihen erhilt man dann ferner durch Umkehrung die folgenden, in
denen (uq,up,...,uy)n eine ganze homogene Function nten Grades von uy, up,
ey Up bezeichnen soll.

P/
51 = \/( Q((;l))(xl —”1)) =uy + (uy, .. ug)3 + (uy, U, Ug)5 + 200,

Pl
@) {52= \/( Q((Zj))(xz —az)) =uy + (uy,up, ..., up)3 + (ug,up,... up)5+---,

Sp = (M(x —a))=u + (uq,u uy)z + (uq,u Up)s + -
0 Q(QQ) 0 0 0 1, %2, -+, %0)3 1/ %2, -+, %0)5

Ferner, da sich
P(x,)

\/R(xa)
5

Sa + (@)1 50 + (@) 89 + -+

in eine Reihe von der Form

entwickeln 14fst,

P(xo) _ VR(xa)
JR(x,)  Qxa)

(5.)

= ua+(u1,u2,...,u@)3 +(u1,u2,...,u9)5 +oe

(a=1,2,...,0



Die vorstehenden Reihen konnen nicht fiir alle Werthe von uq, uy, ..., Uy con-
vergiren, sondern nur fiir solche, die gewisse Bedingungen erfiillen. Es ist aber
fiir den gegenwartigen Zweck nicht erforderlich, diese aufzusuchen; es gentigt
vielmehr anzunehmen, dafd die Reihen (3 - 5) fiir irgend welche Werthe von uq,
uy, ..., Uy, deren absolute Betrdage durch Uy, Uy, ..., u, bezeichnet werden
mogen, simmtlich convergent seien — wozu man nach einem allgemeinen Satze
tiber die Reihenentwicklungen von Functionen, die algebraischen Differential-
Gleichungen geniigen, berechtigt ist”) . Dann sind sie es auch unbedingt, sobald
man fiir uy, up, ..., uy nur solche Werthe zulidfst, die dem absoluten Betrage
nach kleiner als beziehlich Uy, U>, ..., u, sind, und geben unter dieser Vor-
aussetzung

X1, X3, oo, X VR(x1), VR(x2), ..., VR(xy)

als vollig bestimmte, eindeutige Functionen von uq, uy, ..., uy. Wenn man
aber die vorstehenden Grofsen fiir alle Werthe von uyq, up, ..., u, innerhalb
der bezeichneten Grianzen berechnen kann, so ist durch das Abel’sche Theorem
die Moglichkeit gegeben, dieses auch fiir beliebig groffe Werthe der genannten
Veranderlichen auszufiihren.

§. 2.

Um dieses nachzuweisen, nehme man statt u;, up, ..., u,(2u) Reihen von je ¢
solchen verdnderlichen Grofsen

ui , ué , ey uz),
®
W20, 00
an, die keiner andern Beschrankung unterworfen sein sollen, als dafs
ug, uy, ..., ugzy)

sammtlich dem absoluten Betrage nach kleiner als U, vorausgesetzt werden.
Ferner bezeichne man, wenn m eine der Zahlen 1, 2, ..., 2u bedeutet, mit

(m) (m) (m)
51 Sy ) .., Sp s
N

Re™),  R&Y), .., RGG)

*) Vergl. meine Abhandlung tiber die analytischen Facultiten in Crelle’s Journal Bd. 51. S. 43.



die Grofsen, welche man fiir

51, S92, ceey S0/,

X1, X2, ceey Xo,
\/R(xl), \/R(xz), ..., JR@p

vermittelst der Reihen (4, 5) des vorhergehenden §. erhilt, wenn man dort u(m)

1 4
u(zm), ey uém) an die Stelle von uy, uy, ..., uy setzt. Sodann hat man zwei ganze

Functionen M(x), N(x) von der Form

2) {M(x) = xH0 4 MyxHe! + oo+ My,

N(x) = leFlQ_l 4o+ NPQ’
vermittelst der folgenden (20) Gleichungen
R(x))

M(x}, oW

+Nx,) =0,

~"

3. Qxg)

(a=1,2,...,0
zu bestimmen, worauf die ganze Function (2u0 + g)ten Grades
P(x) M?(x) - Q(x) N*(x)

fiir x = x’l, el x’Q, xi’, e, xg)’, e, x(12”), s, xE)Zy) Null wird, und daher durch
das Product

(0= 2)) o (e = X = ) (e = ) - (= a2 = o),
welches durch I1(x) bezeichnet werden moge, theilbar ist, so dafd man

(4.) P(x) M?(x) — Q(x) N2(x) = I1(x) p()



— 10 —

setzen kann, wo ¢(x) eine ganze Function von der Form
X0+ Pyl 4 Pox? 2 4 4 P,

bedeutet, in der P, Py, ..., P, rational aus

vooxX, xé,, JRGD), /R(xé), .oy AJR(xD),
144 174 144 44 144 ’7
) X1, Xy, .. Xg, nd /R(x1 ) A /R(x2 ) PR R(xg ),

2 2 2 2 2 2
xg H), x; ”), ...,xé ”), \/R(xg ”)), \/R(x; ”)), cer, \/R(xé y))’

zusammengesetzt, und daher auch als eindeutige Functionen der Grofien (1.)
zu betrachten sind. Bezeichnet man jetzt mit x1, xp, ..., x, die ¢ Wurzeln der
Gleichung

Px) =0,
so gelten nach dem Abel’schen Theorem die ¢ Gleichungen, die sich aus der
nachstehenden

©) Z 1 { P(x}) dx/, s P(x!) dx}/ . }_ 1 P(xa) dxq

S &2 ma RGN - JRGY) T2 % R(x)
ergeben, indem man b =1, 2, ..., g setzt, unter der Bedingung, dafs man der
Wurzelgrofie y/R(xq) den durch die Gleichung

(7.) JVRGa) = P(x;])(xgxa) _ Q(azc&)( i\Sxa)

bestimmten Werth beilege®) . Nun ist aber
1 P(x}) dx;, , 1 P(x)) dxy/

— . :du, - .
=2 xg—ay \[R(X)) VL2 x] —ay " \RET)

=duy, u.s. w.

Daher
ew vl Px)  dx
(8.) dul +du’ +---+du " =y = . :
’ ’ ’ 72 Xa —ap VR(xq)
b=12...,90

*) In Betreff des Beweises dieses Satzes verweise ich auf Abel’s Abhandlung: Remarques sur
quelques propriétés etc. in Crelle’s Journal, B. 3, S. 313 und (Euvres completes, tome I, 288. Einen
auf ganz andern Principien beruhenden Beweis des Satzes werde ich spater geben.



Bevor aber aus diesen Gleichungen weitere Folgerungen gezogen werden, ist
es nothwendig, die Zusammensetzungsweise der Coefficienten von M(x), N(x),
@(x) aus den Grofien (5.) oder (1.) einer ndhern Betrachtung zu unterwerfen.

§. 3.

Es 143t sich, wenn x in der Ndhe von a4, angenommen und
P’ (a,) Q(aa) »
1. ( X—a ) =5, X=aq+ S
) \/ Qag) ¥ ™ ** Play)
gesetzt wird,
R(x) P(x)
oder

Q) VR()

in eine convergirende Reihe
2.) s+ ()% + ()2 +---

entwickeln, welche mit Rq(s) bezeichnet werden mége, so wie auch die Func-
tionen von s, in welche M(x), N(x), P(x), Q(x) durch die Substitution

tibergehen, durch Mq(s), Na(s), Pa(s), Q,(s) angedeutet werden sollen. Ferner
setze man

o) {(s — )6 = 5¢) (s = sT) = ma(s),
M(s) Ra(s) + Na(s) = fa(s),

so kann auch f,(s) fiir jeden Werth von s, der so beschaffen ist, dafs der zugehori-
ge Werth von x in der Ndhe von 4, liegt, in eine convergirende Reihe entwickelt
werden. Es ist klar, daf8 sg, s}/, u. s. w. in Folge der oben in Betreff der Gro8en
(1, 8. 2.) gemachten Annahme simmtlich zu diesen Werthen von s gehoren.

Angenommen nun, es sei liberhaupt f(s) eine Function von s, die sich
tiir alle Werthe dieser Verdanderlichen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner
als ein bestimmter Granzwerth S sind, durch eine convergirende Reihe von der
Form

Ag +Azs +A252 +---



— 12 —

darstellen lasse, und 7(s) bedeute eine ganze Function nten Grades, wobei zu-
gleich angenommen werde, daf§ die Wurzeln der Gleichung 7t(s) = 0 sammtlich
dem absoluten Betrage nach kleiner als S seien. Alsdann 14df3t sich fiir jeden
Werth von s, der seinem absoluten Betrage nach grofier als jede dieser Wurzeln
ist,
1 -1 —n—-1 —n-2 —n—m

—— =Cps " +Cys + Cps +---=8Cqs

T[(S) m=0...0
setzen (wo m, so wie iiberhaupt im Folgenden die Buchstaben m, n, p, eine
ganze Zahl, die alle Werthe zwischen den Granzen 0 und co annehmen kann,
bezeichnet), und man erhdlt daher, indem man diese Reihe mit der fiir f(s)
multiplicirt, wenn der absolute Werth von s zugleich kleiner als S ist,

S
&:D0+D18+D252+”'

71(S)

+Eos_1 +Els‘2 +-,

welche Reihen-Entwicklung von I qurch

n(s)
f©
(s)

angedeutet werden moge, so wie durch

g

7(s)

*m

der Coefficient von s*™ in derselben. Ist nun

71(s) = By + Bys + - -+ + Bys",

f(s)

so miissen, wenn man die Reihe [%] mit 77(s) multiplicirt, aus dem Producte
alle Glieder mit negativen Potenzen von s fortfallen, und daher

BOEm + BlEm+1 + -+ BnEm+n =0

sein, indem der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung der Coefficient
von s~™~1 in dem gedachten Producte ist. Diese Relation lehrt aber, daf die
Coefficienten E, Eq u. s. w. simmtlich gleich Null sind, sobald dies mit den n ersten
der Fall ist. Denn da By, nicht Null ist, so erhellt unmittelbar, daf$ E+11 = 0 sein



— 13 —

mufs, wofern Ew, E41, - -, Enen1 sdmmtlich verschwinden; woraus, indem
man der Reihe nach m =0, 1, 2, u. s. w. setzt, das Behauptete sofort sich ergiebt.
Dann hat man )
5 2

——=Dg+D1s+Dys"+---,

- ( S) 0 1 2
oder

f(s)=Bg+Bys+---)Dg+Dys+---)

fur alle Werthe von s innerhalb der bezeichneten Granzen. Die letztere Glei-
chung kann aber nicht anders bestehen, als wenn in der Reihe, die aus der
Entwicklung des Products auf der rechten Seite hervorgeht, die Coefficienten
mit den gleichstelligen von f(s) tibereinstimmen. Dann aber gilt sie, und mit ihr
auch die vorhergehende iiberhaupt fiir alle Werthe von s, bei denen die Reihen

Ag+A1s+---, Dog+Dys+---

beide convergiren. Fiir die letztere steht dies aber, ihrer Herleitung nach, fest,
wenn der absolute Betrag von s zwischen zwei Granzen, von denen die obere S
ist, enthalten ist; es mufS daher fiir alle Werthe von s, die dem absoluten Betrage
nach unter S liegen, der Fall sein. Hiermit ist folgender Hiilfssatz bewiesen, der
bei mancherlei Untersuchungen mit Nutzen angewandt werden kann:

Wenn die oben nither charakterisirten Functionen f(s), 7(s) so beschaffen sind,

daf$ man
Ol o [f9] _ fO _
-0 [ S5lme - Bl

fO1 _y O _ O] _
[n(s)]s_l_ 0 |R(S)L_1_ 0 .., [ B L—f 0

hat, so lifit sich der Quotient

oder auch

5

71(s)
fiir alle Werthe von s, bei denen die Reihe fiir f(s) convergirt, ebenfalls durch eine nur
ganze positive Potenzen von s enthaltende convergirende Reihe darstellen. Umgekehrt
ist dies nicht der Fall, sobald die vorstehenden Bedingungsgleichungen nicht simmtlich

befriedigt werden.

Fiir die durch die Formeln (3.) definirten Functionen fq(s), mq(s) ist nun,
nach dem oben Bemerkten, die Bedingung erfiillt, dafs die Wurzeln der Glei-
chung mq(s) = 0 sammtlich dem absoluten Betrage nach kleiner sind als der
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Granzwerth, unter dem s bleiben muf, damit die Reihe fiir f,(s) unbedingt con-
vergire. Wenn daher die Coefficienten von M(x) und N(x) so bestimmt werden
konnen, daf’ die folgenden (2p0) Gleichungen

2u-1
4.) [fa(s)l -0, [Sfa(S)] -0, ..., [M] =0,
s71 s~1 -1

Ta(s) Tta(s) Ta(s)
(a=1,2,..., 0)

befriedigt werden; so hat man fiir alle Werthe von s, bei denen die Reihe fiir
fa(s) convergirt

5. fa8) = 7a(5) fa(s),

wo jTa(s) eine als unendliche Reihe von derselben Form wie die fiir fq(s) dar-
stellbare Function bedeutet. Nun darf man aber in dieser Gleichung (-s) fiir s
setzen, und erhilt

fa(8) fa(=s) = Ta(s) ta(=8) fa(s) fa(-9),

oder da
Mq(—s) = Ma(s), Na(—=s) = Na(s), Ra(-s) = —Ra(s),
ist, o
N2(s) — M2(s) R%(5) = a(s)a(—$) fa(s) fa(-s),

oder auch, indem

2, P a(s)
Rl = 5.0
ist, durch Multiplication dieser Gleichung mit —Q,(s)
(.) Pa(s)M3(s) — Qu(SINA(S) = Ta(s)7ta(=5) Xa(s),
WO

Xa(8) = ~Qq(8) fals) fa(~s)

gesetzt ist. Nun gehort jeder Werth von s, der mq(s) = 0 oder mq(—s) = 0 macht,
zu denen, fiir welche die Reihen-Entwicklungen von fq(s), fa(—s) und somit

auch die von E(s), ﬁ(—s), Xa(s) convergiren; es behalt daher der Quotient

Pa(s) M2(s) — Qu(s) N2(s)
Tta(s) Tta(—5)
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auch dann noch einen endlichen Werth, wenn der Divisor verschwindet; und
da Dividendus und Divisor desselben beide ganze Functionen von s? sind, so
mufs der erstere durch den letzteren theilbar, und somit y.(s) ebenfalls eine
ganze Function von s? sein. Daraus folgt denn, da88 die Gleichung (5.) fiir jeden
Werth von s besteht. Setzt man nun in derselben

P’(aq)
Q(aq)

so geht der Ausdruck auf der linken Seite in

(x —aq) far s2,

P(x) M?(x) — Q(x) N2(x),

und
Ta(s) Tta(—s) = (s> = s12)(s> = s//?) -+~ ,

abgesehen von einem constanten Factor, in
2
(x—xg)(x—xfl’)---(x—xf1 ”))

tiber, wiahrend sich xq(s) ebenfalls in eine ganze Function von x verwandelt.
Demnach wird, wenn die Gleichungen (4.) simmtlich bestehen, der Ausdruck

P(x) M?(x) - Q(x) N*(x) durch II(x)

theilbar, und es gilt die Gleichung (4.) des §. 2. Die Anzahl dieser Gleichungen
ist aber (2up), d. h. gleich der Anzahl der Coefficienten von M(x), N(x) und sie
werden daher zur Bestimmung der letzteren hinreichen.

Nun hat die Reihe

1 .
[ﬁa (S)l die Form

(6~) S_2H(1 =+ Oa,ls_l + O_a,ZS_Z + .- .) — S (aa,n S_2H_n),

n=0...00

WO 0q,n eine ganze homogene und symmetrische Function nten Grades von
’ " 2w
Sas Sas .-+ Sg

bedeutet. Setzt man daher

(7.) fa(s) = Fqo + Fy 18 "‘Fa,ZS2 +---= SFqms™,
m=0...00
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wo die Ausdriicke F, o, Fy 1 u. s. w. lineare Functionen von

Ml, MZ, ceey M‘up,
Nl, N2/ ceey NHQ

sind, mit Coefficienten, die rational aus 2, und den Coefficienten von P(x) und
R(x) zusammengesetzt werden, so wird

" 2u—p-1 ( )
S S N —D—
(8.) _ na(s{a = S]{:iﬂé Fom 5:1_1; ’ 1}’
[s24-P=1£.(5)]
S a(s)
. — | =8 F ,
9.) Ta(s) . {Ua,no a,p+n}
- n=0...00

und man erhélt demnach, indemman p =0, 1, ..., 2u—1setzt, zur Bestimmung
der Coefficienten von M(x), N(x) die (2up) Gleichungen, welche durch die
folgende

a=1,2,...,0

(10.) Fop + S{Ga/nFarPJf“} =0 (p =0,1,...,2u—-1

n=1...00

reprasentirt werden. Diese kann man durch Zusammenziehung der Glieder,
welche dieselbe Unbekannte enthalten, auf die Form

(11.) (a,p)0 + (@, P)1 My + -+ (a, P) g Mg

+(q, p)y@+1N1 +-+(a, p)ZyQNHQ =0

bringen, wo die Ausdriicke (a, p)g, (a, p); u. s. w. saimmtlich Reihen von der
Form

80t 81041 T 82002+ -

sind. Bezeichnet man nun mit M, die Determinante des Systems, welches aus



dem folgenden

(0) 1 ... (2uo)
(1,0) (1,0) o (1L,0)y
(L,2u=1) (1,2u—1) (1,20 = T2y
(12) e
((.0/ 0)0 (Qr 0)1 oo (Q/ O)Z[JQ
(Q/ 1)0 (@/ 1)1 cee (@/ 1)2[JQ
(02u—-1) (02u—=1)1 ... (0,2p—1)y,

dadurch sich ergiebt, dafs man die mit (m) bezeichnete Vertikal-Reihe fortlafst,
und zugleich die darauf folgenden, ohne ihre Aufeinanderfolge zu dndern, vor
die mit (0) tiberschriebenen setzt; so erhdlt man

Yy Ny Mug
My =1L M, = —2, e, My, = ,
3 17 9, 279, e T 9,
13.
N, = Myp41 N, = My N = Ny
1 EUEO 7 2 EUEO 7 sy [JQ g‘no 7

wo My, My u. s. w. als rationale und ganze aus (a, p)g, (a, p)1 u. s. w. gebildete
Ausdriicke gleich den letztern nach ganzen positiven Potenzen der Grofien

4 4 4
Sl’ SZ’ ey SQ
144 144 144
sy, S, ..., S
(14.) 1 2 0
(Zy) .. (2[1) ........... (2“)
S s Sy ey SQ

in convergirende Reihen entwickelt werden konnen®) . Hier ist es nun von
besonderer Wichtigkeit, die Anfangsglieder dieser Reihen, d. h. die Werthe,
welche sie annehmen, wenn die Groflen (14.) sammtlich verschwinden, zu
ermitteln. Offenbar erhilt man dieselben, die mit

0 0 0
Mo, My, ..., My,

*) Vergl. den Satz (5, B, §. 7) in der angefiihrten Abhandlung tiber die Facultaten.
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bezeichnet werden mogen, wenn man bei der Bildung von Miy, My u. s. w.
die Reihen fiir (a, p)g, (a,p); u. s. w. auf ihre Anfangsglieder reducirt, oder,
was dasselbe ist, wenn man die Gleichungen (11.), die mit den unter (10.)
aufgestellten identisch sind, durch die folgenden ersetzt

(15.) Pa,O =0, Pa,l =0, ..., Pa,Zy—l =0,
(a=1,2, ..., 0

und dann aus den Coefficienten derselben ‘J}EO, EIOTE1, u. S. W. S0 zusammensetzt,
wie My, My u. s. w. aus den Coefficienten der Gleichungen (11.).
Nunsind aber F o, F 1, u.s. w. die Coefficienten der Reihen-Entwicklung
von
fa(8) = Ma(s) Ra(s) + Na(s),

und die Gleichungen (15.) driicken also aus, daf die (2u) ersten Glieder der-
selben verschwinden sollen. Dies kann, da N4(s) und M,(s) gerade Functionen
von s sind, Rq(s) aber eine ungerade, in deren Entwicklung der Coefficient von
s! nicht Null ist, nur unter der Bedingung geschehen, da8 in den Entwicklun-
gen von M, (s) und N,(s) nach Potenzen von s alle Glieder von einer niedrigern
als der (2u)ten Ordnung verschwinden. Da aber M(s) und Nq(s) aus M(x) und
N(x) durch die Substitution

hervorgehn, so mufs man, damit die genannten Glieder Null werden,
M) =0, M(a)=0, ..., M¥# D=0,
N@) =0, N'(a)=0, ..., N¢Dgy=0

haben, d. h. es miissen M(x), N(x) beide durch (x — aq)* theilbar sein. Hiernach
sagen die Gleichungen (15.) aus, es sollen die Coefficienten von M(x) und N(x)
so bestimmt werden, dafs beide durch

(x —ap)f(x —ag)t -+ (x —ap)* = PH(x)

theilbar werden. Dies kann aber, da M(x) vom (up)ten, N(x) vom (uo — 1)ten
Grade, und der Coefficient von x#¢ in M(x) der Einheit gleich sein soll, nicht
anders geschehen, als wenn man

N;=0, Np=0, ..., Ny=0,



und
M(x) = P*(x)

annimmt. Hiernach liefern die Gleichungen (15.) fiir M1, N1, M, N u. s. w.

0
vollig bestimmte endliche Werthe. Daraus folgt zunédchst, dafl 9ty oder das
Anfangsglied von mg nicht Null sein kann, indem, wenn dieses der Fall wire,
die Gleichungen (15.) entweder gar nicht, oder auf mehr als eine Weise befriedigt
werden konnten; und daher ergiebt sich

0 0 0 0
Moxt€ + My o+ My = MePH(),
(16) 0 0 0
g1 = Myge = - -+ =Ny = 0.

Mithin kann man, wenn man

setzt, M(x) und N(x) auf die Form

M(x)
My’

M(x) = PH(x) +
(18.)

bringen, wo jetzt M(x), N(x) ganze Functionen des (2up — 1)ten Grades von
x bedeuten, deren Coefficienten sich gleich wie My nach ganzen positiven
Potenzen der Grofien (14.) in convergirende Reihen entwickeln lassen. Dabei
reducirt sich My auf die Einheit, wenn diese Groflen sammtlich den Werth
Null annehmen, wihrend die Coefficienten von 9t(x) und 9t(x) dann ebenfalls
sammtlich verschwinden.

Hierzu bemerke ich noch Folgendes. Die Formel (7.) lehrt, indem

fa(s) = Mq(s) Ra(s) + Na(s)

und N(s) eine gerade, Mq(s) Rq(s) eine ungerade Function von s ist, dafs fiir
einen geraden Werth von m

Fa/m dle FOI‘l’n lel + f2N2 + .-+ nyNyQ,
und fiir einen ungeraden
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. . . 2
hat. Ferner ist oq eine gerade oder ungerade Function von sf, s/, ..., sg H ),

jenachdem n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Aus der Gleichung (10.) folgt
daher, daf3

(a0, P)o (a,p)1 oo (,p)up gerade,

und

(a, p)y@+1 (a, p)y@+2 P (¢ p)ZyQ ungerade

Functionen der eben genannten Grofien sind, wenn p eine ungerade Zahl ist; dafs
sich dies aber umgekehrt verhilt, sobald p gerade ist. Es dndert sich also jeder
Coefficient der Gleichungen (11.) gar nicht, oder wechselt nur sein Zeichen,

Y u) .
wenn mansy, sy, ..., S, ' in

’ 17 (2H)
—Sq, —Sqs ---, =S,

verwandelt; und zwar geht dadurch, wenn man mit
m die Zahl 0 oder 1

bezeichnet, je nachdem m £ pp oder m > ppist,

(@Pm in ()P M(q, )

tiber. Der Ausdruck iy, ist nun ein Aggregat von Gliedern, deren jedes die
Form

+(ag, Pmy (@2, P2)my -+ (A, P)my

hat, wo A = 2up ist und die Reihe der Indices mq, my, ..., m; sdmmtliche
Zahlen der Reihe O, 1, ..., 2u0 enthdlt, mit Ausnahme von m, wihrend fiir

a;, P ap, P ay, Py

die in der folgenden Zusammenstellung enthaltenen Verbindungen zu setzen
sind:
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Giebt man daher jeder der unter (14.) zusammengestellten Groflen den ent-
gegengesetzten Werth, so erfahrt das vorstehende Product dadurch dieselbe
Verdnderung als wenn es mit

_1\P1—14+pp—14-4py 14+ +1M0p 44
(-1)P1~1 1 A=l A
multiplicirt wird. Aber

p1+p2+-“+p)\=Q(0+1+2+"-+(2y—1))=‘u@(2y—1),

My +Tp + - +my =041+ + Quo) — M = o —m,
und daher

(_1)p1—1+~-~+pA—1+ﬁ1+~-+ﬁA — (_1)2y9(‘u—1)—ﬁ — (_1)m

Man sieht also, daf$ die Glieder von i, nach der Zeichendnderung der Gro-
fen (14.) sammtlich unverdndert bleiben, wenn m Z pp, und nur ihr Zeichen
wechseln, wenn m > pg; d. h. mit andern Worten, daf3

EIRO, thl, ceey ‘Jﬁy@

und somit auch M und die Coefficienten von Mi(x) gerade, dagegen die Coeffi-
cienten von %i(x) ungerade Functionen der genannten Grofsen sind.

Hierdurch ist nun die Zusammensetzungsweise der Functionen M(x),
N(x) fiir den vorliegenden Zweck hinldnglich festgestellt. Aus denselben kann
man ferner die Function ¢(x) leicht erhalten.

Da der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (4, §. 2) durch I1(x)
theilbar ist, I1(x) aber die Form

X”Q-l-iBleQ_l +...+§B[JQ

hat, wo 1, P, u. s. w. ganze Functionen von x7, xi’ u. s. w. und somit auch
der Quadrate von s, s’ u. s. w. sind, von denen, nachdem man den gedachten
Ausdruck durch Il(x) dividirt, in dem Quotienten nur ganze positive Potenzen
vorkommen; so sieht man, dafs man

ey ) (0)
(18) (p(x) = xQ + P_xg_l + P_xQ—Z + .o+ P_
M3 M3 M3

erhalten mufs, wo P(l), P(z), ey, p) ganz dieselbe Gestalt haben wie die Coef-
ficienten von Mi(x).



Man kann aber dieser Function noch eine andere, sehr bemerkenswerthe
Form geben. Setzt man ndmlich in der Gleichung (4, §. 2)

X = da, a@-f-(l/ a29+]_/

so erhalt man

¢(aq) _ Nz(aa) _ gﬁz(aa)
Q@) I(aq) - %U(aa) ’
P(@g+a) B Mz(ag+a) B (MO P(apiq) + EUE(”Q-HI))z
(19, P(ag+a) - (ag+a) - M% (ag+a) ’
Parge))  MPazpr) (Mo PMazger) + Mazgin))
P(ayys1)  M(azee1) M3 I(az41) '
Nun ist
1 _ {(P’(aa))l“ 1 }2
(@0 = x)aa —x) -+ (aq =20 Q@) g GO

und, wenn b von a verschieden,

(aq —xg)(aa — X -+ (aq - X )

1 1
1 H x’—abz X —ap\~ 3
S
aq — ay dq — ay aq —

/

X, —dap\~
(1_ b ) !

aq — dap

Aber

N|—
—_
—_
|
=
=2
|
_
(=2
~——
N—=
c
92}

sind, weil xg, xg’ u. s. w. sammtlich in der Nihe von a; sich befinden, nach

ganzen positiven Potenzen von (x; — ap), (x; — ap) u. s. w., und somit auch von

S/Z 72

b’ 5p

u. s. w. in convergirende Reihen entwickelbar. Folglich kann man

2

11 ( Sa )
(@) Q2 (ay) sasa’...sgzy)
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setzen, wo S, eine convergirende, nur ganze positive und gerade Potenzen der
Grofien (14.) enthaltende Reihe bedeutet. In dhnlicher Weise findet man

2 2
1 SQ+a 1 SZ@+1

H(ﬂg+a) - Pz‘u(ﬂg+a)’ H(a20+1) - P2”(6120+1) ’

WO Spta, 529+1 Reihen von dhnlicher Gestalt wie S, bedeuten.
Aus (19.) ergiebt sich nun

P(aa) :( R(a0)Sa )2
—Q(aq) Q“(aa)sg---sgz“)Mo '
und aus (18.)
o) _ o
—Q(aa) M%’

’’

i, i, us.w. enthaltende Reihe

wo ¢(% eine nur ganze positive Potenzen von s
bezeichnet. Mithin muf3

2
(@) — N(aa)Sa
$= , ew)’
Q‘u(ﬂa) Sa”""Sq

und daher 9t(aq)Sq durch s, .. .sflzy ) theilbar sein. Bemerkt man nun, daf$ 9t(a,)

eine ungerade, Sq, (S5 - - .5512” )), My, M(ag+a), ED?(aZQH) aber gerade Functionen
der Grofden (14.) sind, so erkennt man, daf$ man

(a) (a) (a) 2
@(aq) _ S1 +S3 +~-+52m_1+~-- _
~Q(aa) 1+89, .50 . Pa
2 2m
’ $(ag+a) Sgﬁa) + 5(20+a) +ot S(zé:{a) +.-2 ) ,
(O) P(ﬂ@+a) _{ 1+S(20)++S§O)+ } _(PQ+C(/ ()
m

20+1 20+1 2041
(P(52@+1)_{Sé@+)+SgQ+)+-~-+S(2nf+)+---}2_ )
P(az4+1) 1+S(20) +--~+S(2?1)1+.-- P2p+1 -
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hat, wo Sg) eine ganze homogene Function mten Grades der Grofien

(2u)
sa, 53,’ ., (2)
U
(21.) Sy S e Sy
........... (Zy)
G e
bezeichnen soll. Es ist aber
P(x) P(aq)
22. 7 -1 v,
(2) IR My ey T

und so erhilt man

3) P =P - Y { Qle) | L) <p§}-

P'(aq) x—aq

Driickt man nun die GrofSen (21.) durch die folgenden

’ 77 (ZH)
uy, u, ..., (2 |
’ 7 H
(24.) Uy, Uy, -oes Uy
’ 77 (2u)
o Ug, -oes Uy

aus (vermittelst der Formeln (4.) des §. 1), so erhélt man

(a) (@) (a)
Y = 9(aa) = u1 " U3 il u2m 1t
' QW 1:u0+. 200 4
2 Zm
(p(ag+a) u(()g+a) + u(2@)+a) 4o uéi;"a) "
(25.) Pora = A\Ip - ) ©
(@g+a) 1+u)) ++Uu)) +
20+1 20+1 20+1
Plaggry)  USTTV +utY 4 ule
(229+1) 1+ul 4 ud) v
m
(P(a0+a) SO‘H’C‘) S(Q+a) S(20+a L 2 .
i u = m — 2
) P(a,) { 1+ S(zo) i 8(2?31 } o im Text.
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Un(x) + -+ Upy () + -

M(x) = P*(x) +
1+LI§0)+~-+U;0) +---
m

7

(26.) u u
+ .+ + ..
1+U(2)+---+Ll§) + -
m
wo jetzt Ug), U (x) ganze homogene Functionen mten Grades der Grofien (24.)

sind, die zweite aber zugleich auch eine ganze Function ((y@ — 1)ten Grades)
von x ist, und saimmtliche in diesen Ausdriicken vorkommenden unendlichen
Reihen unbedingt convergiren, sobald die absoluten Werthe der genannten
Verédnderlichen unterhalb der oben fiir sie festgesetzten Granzen liegen.”) Da-

bei kann man bemerken, dafs die Coefficienten von Ul(fl) und Uy (x) aus aq,
ay, ..., ag, und den Coefficienten von Q(x) rational zusammengesetzt sind,
wie man leicht sieht, wenn man die vorhergehenden Entwicklungen in dieser
Beziehung tiberblickt.

§. 4.

Nachdem nun ermittelt worden, welche Gestalt die Coefficienten von M(x),
N(x), p(x), als Functionen von #’, u’’ u. s. w. betrachtet, haben®) , kehre ich zu
den Gleichungen (8.) des §. 2. zurtick.

*) Wenn F(sy, s, . . . ) eine Function mehrerer veranderlichen Groflen sy, s, ... ist, die fiir alle
Werthe derselben, die ihrem absoluten Betrage nach unter gewissen Granzwerthen Sy, S, ...
liegen, durch eine convergirende Reihe von der Form

S {A(nl, My, ...)s) 852 e }

T11:0...00, 11220...00,‘..

dargestellt werden kann; und man substituirt fiir si, s», ... ebenso gebildete Potenz-Reihen
beliebig vieler anderer Veranderlichen u;, u,, ..., und ordnet nach Potenzen dieser letztern; so
convergirt die so sich ergebende Reihe, sobald man fiir die absoluten Werthe von uy, u, ...
solche Grinzen festsetzt, dafd nicht nur die Reihen fiir sy, sp, ... simmtlich convergent sind,
sondern ihre Summen auch zu denjenigen Werthen von sy, s;, ... gehoren, fiir welche die
angegebene Darstellung von F(sy, s, . .. ) gliltig ist.

) Wenn man die in Rede stehenden Grofen direct durch Auflésung der Gleichungen (3, §. 2)
bestimmen, und in den so sich ergebenden Formeln x], x7, ... ,/R(x’l), VR(Y), ... durch u],
uy, ... ausdriicken wollte, so wiirden sie die Gestalt von Briichen erhalten, bei denen Zéhler
und Nenner gleichzeitig verschwénden, sobald man in zweien oder mehreren der unter (1, §. 2)
aufgestellten Reihen die gleichstelligen Glieder einander gleich setzte. Um diesen Uebelstand
zu vermeiden, der sich schon bei Anwendung des Abel’schen Theorems zur Herleitung der sog.
Additions-Formeln fiir die elliptischen Functionen zeigt, ist das im vorhergehenden §. ausein-
andergesetzte, allerdings etwas umstindliche Verfahren gewéhlt worden. Wie man {iibrigens
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Wenn die Grofsen (1.) des §. 2. sammtlich verschwinden, so reduciren
sich, nach den Formeln (25, §. 3) ¢1, @2, ..., @, ebenfalls sammtlich auf Null,
und daher (nach (23.) desselben §.) ¢(x) auf P(x), so daf$ alsdann x1, x, ..., X,

die Werthe ay, ay, ..., a, erhalten. Man kann daher xq —aq, 4/R(xq) - die letztere
Grofie mit Hiilfe der Formel (7, §. 2) — bei hinldnglich kleinen Werthen der
genannten Verdnderlichen nach ganzen positiven Potenzen derselben in Reihen
entwickeln, die gleichzeitig mit ihnen verschwinden, und x1, xo, ..., x, als in
der Néhe beziehlich von ay, ay, ..., a, liegend betrachten. Dann aber fiihren
die Gleichungen (8, §. 2) indem man ganz denselben Weg verfolgt wie bei den
Entwicklungen des §. 1., und wieder

\/(g((z;l)) (Xa — aa)) = Sa

setzt, zu den folgenden

’ 17 2u) _ (C(,b)n 2n+1 _
A A R —sb+S{ d 2n+1sa (b=1,...,0),

n=1...00

\/R(xa)

3
———— =sq+ (a)ysg+ -+,
Q(xa) ‘
und man sieht daher, dafs man, unter der Voraussetzung, es seien nicht nur
u, ul, ..., ule;l ), sondern auch u +u +--- + ugzy ) dem absoluten Betrage
nach kleiner als U, durch Auflosung der Gleichung ¢(x) = 0 und Anwendung

der Formel (7, §. 2) zu denselben Werthen von xq, xp, ..., X, \/R(xl), \/R(xz),

.., YR(xp) gelangen muf, die man fiir diese Grofien vermittelst der Formeln
(4, 5, §. 1) erhalt, wenn man in diesen

2 .
uy +u +oe+ ug “ " an die Stelle von u
’ 17 (2#)
wy +uy o+t - - - - w
/ 17 (2#)
uQ + uQ + + uQ - - uQ

die Gleichungen (3, §. 2), auch ohne /R(x]), 4/R(x{), ... in unendliche Reihen aufzuldsen, so
umformen kann, daf3 derselbe Zweck erreicht wird, soll fiir den besonders wichtigen Fall, wo
u = 1ist, spéter gezeigt werden.



setzt. Aus den so eben angefiihrten Formeln erhélt man ferner

—Q(@a)

a
:ua+(u1,u2,...,u0)é)+...+(u1,u2,, u9)2m 1 +een,

\/(aa — 21)(aa = %) .- (2 = xp)

(ﬂ@+a - xl)(ﬂg+a —x2)... (ag+a - x@)
P(ﬂ@+a)

=1 +(u1,u2,...,u0)(20+a) + ... +(u1’u2/ . uQ) (o+a) +ee,

(1)

(12941 — x¥1)(A20+1 — X2) - - - (A2p4+1 — Xp)
P(azg+1)

2@+1) 2@+1)

=1+ (u1/u2/ .. uQ) t (u1/u2/ .. uQ) t

wo wieder (uq,uy, .. .,u@)ff} eine homogene ganze Function mten Grades von
uy, uy, ..., upbedeutet, deren Coefficienten aus denen von Q(x), und aus ay, a,

, 4y rational zusammengesetzt sind. Macht man nun in diesen Ausdriicken
die angegebene Substitution, so ersieht man aus der Vergleichung der so her-
vorgehenden Formeln mit den unter (25.) des Vorhergehenden §. aufgestellten,

wenn man die letztern nach Potenzen von u ul , u. s. w. sich entwickelt denkt,
dafs

512;1)) ué@+a) — 41 u829+1) - 41

Uga):i(uf1+uf1’+---+u +

/4

sein mufs. Setzt man nun fest, es solle jeder der Wurzelgrofien

\/ @(aq) P(agp+a) (P(azg+1)
—Q(aa)’ P(”Q+a)’ P(a29+1)

von den beiden Werthen, die sie haben kann, derjenige beigelegt werden, bei
dem in den vorstehenden Formeln die obern Zeichen gelten, so sind diesel-
ben jetzt als vollig bestimmte eindeutige Functionen von u}, uy’ u. s. w. zu
betrachten, welche bei hinldnglich kleinen Werthen dieser Verdanderlichen mit
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den unter (1.) aufgestellten tibereinstimmen, wofern man in den letztern

2
uy = uy +u1’+---+u(1”)

2
uy = u) +u§’+---+u(zy)

setzt.

Angenommen nun, man habe fiir die absoluten Werthe der verdnderli-
chen Grofsen uy, up, ..., uyirgend welche Granzen Tq, Ty, ..., Ty, die sie nicht
tiberschreiten sollen, festgestellt, so kann man die Zahl u so grofs annehmen,
daf3

T1 < Z‘Llul, T2 < 2#112, ceey TQ < ZyLI@.

Dann darf man

’ 7" (Qu) U
u, =u = =1u = —,
1 1 1 2#
’ 17 (2u) us
U =Uy =---=uU,' =—,
2 2 2 2‘u
ro_ _ . Quw U
Up=Uy =---=u," = _Zy

setzen, und es werden, wenn man die Functionen von uq, uyp, ..., Uy, in wel-
che dadurch die Ausdriicke auf der rechten Seite der Gleichungen (25.) des
vorhergehenden §. sich verwandeln, mit

puy, uy, ... up)y @y, up,... ug)2 ... @ug, Uy, ... Ug)pt1,
oder auch kiirzer mit

pur,... )1 @,...)2 . @y, )21,



bezeichnet, dieselben die Gestalt
ua+ug‘)+---+u(2f1)1_l + -

) (0)
T+ e Uy e

p(uy,up, ..., Uupa

1+u§9+“)+---+u;@+“)+---
m

(2. P(uy,up, ..., ug)o+a =
1+11(20)+---+1150) + .-
m
1+ uf@“) +o ufé’“) 4o
m

Pluy,u, ..., Up)2pr1 =

1+u§°)+---+u(2?1)1+---

haben, in welchen Formeln 111(;) eine ganze homogene Function mten Grades
von uy, uy, ..., Uy bedeutet, und die unendlichen Reihen, welche den Nenner
und die Zéhler bilden, fiir alle Werthe von uy, uy, ..., uy, die ihrem absoluten
Betrage nach die Granzen Ty, T», ..., Ty nicht {iberschreiten, unbedingt conver-
gent sind. Fiir hinldnglich kleine Werthe der genannten Verdnderlichen lassen
sich (uq,...)1, (U1, ...)2, u. s. w. nach ganzen positiven Potenzen derselben
in convergirende Reihen entwickeln, welche mit den entsprechenden unter (1.)
aufgestellten tibereinstimmen.

Durch Auflosung der Gleichung

p(x) =0,
WO
(3.) p(x) = P(x) — Z {1?'((71(;)) ] xP_(9;)a(P2(u1,u2, e ,ug)a}
ist, und man
—(PQ(LEZ) = @(uy,up, ..., upa
“4.) ﬁEZZ:)) = @(uy,up, ..., Up)o+a
P(a24+1)
#ﬁ:i) = @(uy,up, ..., Ug)p+1
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hat, ergeben sich sodann ¢ Groflen xq, xp, ..., xp, welche den Differential-
Gleichungen

du _ 1 P(x(l) dx(l
L 2% -a T R
1 P(XQ) d.XQ
du2 = = .
(5) 2 Xq —ap A /R(xa)
1 P(XQ) dxa
duQ = by .
2 Xa =t R(xq)

geniigen, und zugleich die Werthe aq, ay, ..., ag annehmen, wenn uq, uyp, ...,
u, simmtlich verschwinden. Die Werthe, welche die Wurzelgrofien in diesen
Gleichungen haben miissen, erhdlt man ohne Zweideutigkeit, indem man mit

M(x,uq,up,...,up), N(x,up,u,..., up)

die Functionen bezeichnet, in welche die Ausdriicke (26, §. 3) durch die ange-
gebene Substitution iibergehen, durch die Formel

VR(xa) N(xq,uq,up,...,up)

Q(xa)  M(xq,uq,uy,..., 1)

(6.)

(a=1,2,...,0).

Hierzu ist jetzt noch eine wesentliche Bemerkung zu machen. Der Nen-
ner und die Zahler in den Ausdriicken von

pWy,...)1 euy,...), uws w

hingen, aufler von uq, up, ... noch von der Zahl p ab. Gleichwohl 1aft sich
nachweisen, dafd die Werthe dieser Functionen selbst stits dieselben bleiben,
welchen Werth man auch dieser Zahl geben moge, wenn derselbe nur grofs
genug genommen wird, um die in den in Rede stehenden Ausdriicken vor-
kommenden Reihen convergent zu machen.

Wenn namlich F(uq,uy,...), Guy,uy,...), F'(uy,uy,...), G'(uy,uy,...)
eindeutige Functionen mehrerer Verdnderlichen uq, u, ... sind, die sich nach
ganzen positiven Potenzen derselben in Reihen entwickeln lassen, und es gilt
die Gleichung

F(uj,up,...) F(uy,uy,...)
G(ul,uz,...) G’(ul,uz,...)
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fiir alle Werthe von uq, uy, ..., die ihrem absoluten Betrage nach kleiner als
gewisse Grofien sind; so muf$ sie tiberhaupt fiir alle Werthe der genannten
Veranderlichen bestehen, bei denen die Reihen fiir F, G, F/, G’ simmtlich con-
vergiren. Denn es folgt aus ihr

FG’ = GF/,

und wenn diese Gleichung fiir beliebige unendlich kleine Werthe von uq, uy,
. richtig sein soll, so miissen die Reihen, in welche FG’ und GF’ nach ganzen

positiven Potenzen dieser Groflen entwickelbar sind, in den gleichstelligen
Coefficienten iibereinstimmen, woraus denn folgt, daf8 sie, und mit ihr auch
die urspriingliche

F F

G G
gilt, sobald nur uy, uy, . .. solche Werthe haben, dafs die Entwicklungen von F,
G, F/, G’ saimmtlich convergent sind.

Bezeichnet man nun die Reihen, welche in dem Ausdrucke irgend einer
der Functionen @(uy,...)1, @(uq,...)2 u. s. w., bei einem bestimmten Werthe
von u, den Zihler und den Nenner bilden, mit F, G, sowie mit F/, G’ dieselben
Reihen fiir irgend einen andern Werth von p, so stimmen, nach dem oben
Bemerkten, die Reihen, in welche die Briiche

L i

G G
bei hinldnglich kleinen Werthen von uq, up, ..., u, entwickelt werden kénnen,
vollstandig tiberein, und es besteht daher die Gleichung

F_F

G G
jedenfalls fiir alle Werthe von uq, up, ..., Uy, deren absoluten Betrdge kleiner
als gewisse Grofien sind, und somit, nach dem so eben Bewiesenen, iiberhaupt
fuir diejenigen Werthe dieser Verdnderlichen, bei denen die Reihen F, G, F/, G’
alle vier convergiren — wodurch die Richtigkeit des Behaupteten dargethan ist.
In dhnlicher Weise 1df3t sich ferner zeigen, dafs man nach Bestimmung
von x1, X2, ..., Xp auch fiir die Wurzelgrofsen \/R(xl), \/R(xz), oo, VR(xp)
vermittelst der Formel (6.) stidts dieselben Werthe erhalte, welche Zahl y man
auch bei Bildung der Functionen M, N anwenden moge. Es ist aber bemer-
kenswerth, dafs man aus der Function ¢(x) eine andere vom (¢ — 1)ten Grade
und mit Coefficienten von demselben analytischen Charakter wie die von ¢(x)
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selbst ableiten kann, welche jene Wurzelgrofien liefert, wenn man x = xq, xp,
., X setzt.
70

d
Es werde (gix) = ¢’(x) gesetzt, und nachdem man die Gleichung
1 P(Xc) dxC
dub = = .
2 Xe — iy VR(xc)
mit
P(ap)

(xa — ap)P’(ap)”
multiplicirt, auf beiden Seiten in Beziehung auf b summirt. Dies giebt

Z plap)  duy Z p(ap)P(xc) dxc
P'(ap) " xq — ay 2 (xa — ap)(xc —ap)P'(ap) * \[R(xo)
Nun ist aber

) p(ap)

(e - 0PQR) = (xa — ap)(x — ap) P’ (ap) '

und daher, wenn man x = x; setzt,

@(ap)
=0, f c=a
Z(xc — ap)(Xa — a5) P’ (ap) WORER e =

¢(ap) _ ¢’ (xa)
und ; (fa —ap)(¥a —ap)P’ @)~ Plxa)’

Hiernach reducirt sich die rechte Seite der vorhergehenden Differential-Glei-
chung auf
1 ¢’ (xa) dxq

2 Rew
¢(aq) \/R(xa

Xa — ﬂb)P'(ﬂb)

und man erhalt

/ —_
¢’ (xa) dxoq = -2 Eb (
Hieraus folgt

dxa _ 2¢(ap) yR(x0)

P ) G = G P

Ixq /— ¢(ayp)
) Zb‘ v xa)— -2 Z‘ (xa — ap)P’(ap)




Aber ) (@)
o() _ Play
1+Z(

~ (x— )P (@y)

und daher fir x = xq

Folglich

Nun ist, nach dem Vorhergehenden, ¢(x) eine eindeutige Function von x und
uy, uy, ..., up, und man hat, weil p(xq) = 0 ist,

dxq _(8(P(x)) .

(P (xa)8ub - 8ub

Somit giebt die vorhergehende Gleichung, wenn man

L2 200 )

7.
@) duq duy duy

setzt, wo dann Y (x) eine ganze Function (o — 1)ten Grades von x ist, deren
Coefficienten gleich denen von ¢(x) eindeutige Functionen der Grofien uq, uy,
..., Ugsind,

(8.) VR(xq) = =¢(xq) (a=1,2,...,0).

Danun die Werthe der Coefficienten von ¢(x), die aus den Functionen ¢(uy, ... )1,
.o, @(uy,...)p zusammengesetzt werden, von u unabhéngig sind, so gilt das-
selbe auch hinsichtlich der Coefficienten von ¢(x). Und so ist erwiesen, daf$ die
Werthe der Grofsen

xX1,%, ..., %5, VR®1), VR(x2), ..., VR(xy),

wenn man dieselben vermittelst der im Vorhergehenden entwickelten Formeln
berechnet, nur von uy, up, ..., u,, in keinerlei Weise aber von der dabei ge-
brauchten Zahl 1 abhéngen.

Die Functionen @(uy, ...)1, (11, ... )2, u.s. w., auf welche, der vorstehen-
den Darstellung nach, das Abel’sche Theorem fast mit Nothwendigkeit fiihrt,
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konnen durch die Formeln (2.) fiir alle Werthe von uq, uy, ..., U als vollstan-
dig definirt betrachtet werden, indem man, wie auch die letztern angenommen
werden mogen, stéts p so grofs wahlen kann, daf8 die in den Ausdriicken jener
Functionen vorkommenden unendlichen Reihen convergiren. Fiir o = 1 gehen

sie, wenn
V(a3 —ap)Ag.up =u

gesetzt wird, in die elliptischen
sinamu cosamu Aamu

tiber. Aus diesem Grunde mogen sie vorzugsweise ,hyperelliptische oder Abel’-
sche Functionen der Argumente uq, u, ..., uQ” genannt werden. Ferner sollen,
der letztern Benennung entsprechend, fiir dieselben von nun an die Bezeich-
nungen

al(uy, up, ..., up)y al(uy, uy,..., up)y -+ al(uy, uy,..., ug)2@+1,

oder auch kiirzer

al(ul,...)l al(ul,...)z al(ul,...)zgﬂ

gebraucht werden.”)

Durch die bisherigen Entwicklungen ist jetzt das in der Einleitung aus-
gesprochene, die Form des Abhdngigkeitsverhéltnisses, welches zwischen den
Grofsen xq, xp, ..., xp und uy, up, ..., uy durch die daselbst aufgestellten
Differential-Gleichungen begriindet ist, betreffende Theorem strenge erwiesen.
Dasselbe moge, in noch bestimmterer Weise gefafst, hier wiederholt und mit
einer iibersichtlichen Zusammenstellung der wichtigsten Formeln verbunden
werden.

*) Die Form, welche ichin der vorliegenden Abhandlung den Abel’schen Functionen gegeben
habe, stimmt nicht ganz mit derjenigen tiberein, in welcher sie der frithern, im 47sten Bande
des Crelle’schen Journals abgedruckten, aufgestellt sind. Die letztere diirfte, an sich betrachtet,
einige Vorziige haben; ich habe sie aber gedndert, um den nicht unwesentlichen Vortheil zu
erreichen, dafi jede Abel’sche Function fiir ¢ = 1 geradezu in eine der elliptischen von der
gebrduchlichen Form {tibergehe — was bei den dortigen al(uy,...)o, al(uy,...)1, u. s. w. nicht
der Fall ist, indem diese vielmehr fiir ¢ = 1 mit den von Abel in dessen erster Abhandlung
tber die elliptischen Transcendenten gebrauchten Formen {iberein kommen — und auf diese
Weise die Vergleichung jedes gefundenen Resultats mit einem aus der Theorie der elliptischen
Functionen bekannten erleichtert werde.



(IV))

Es sei
R(x) = Ap(x —ay)(x —ap) -+ (x — ap41),
(L) P(x) = (x —a1)(x —ap) -~ (x — ap), % = P'(x),

Q(x) = Apg(x — a541)(X —ag42) -~ (x — d2p41),

so lassen sich die Grofien x1, xp, ..., Xo, welche die Differential-Gleichungen

du _ 1 P(xa) dxa
L~ 2x-a (R
1 P(xq) dxq
du2 = .
(L) 2xa—a2  /R(x,)
1 P(xq) dxq
dug = by .
2 xq—ay R(xq)

befriedigen, und zugleich die Werthe ay, ay, ..., g annehmen, wenn uq, uy, ..., g
sammtlich verschwinden, als die Wurzeln einer Gleichung oten Grades betrachten,
welcher man die Form

2
(111 Z{ Q(aq) . al (ul,uz,...,ug)a} 1

P’ (a,) X —dq

geben kann. In dieser bedeuten

al(uy,up, ..., up)1 al(ug,up,...,up)p ... al(ug,uy, ..., up)p

eindeutige Functionen der unbeschrinkt verinderlichen Argumente uq, uy, ..., Uy,
welche fiir alle innerhalb irgend eines endlichen Bereichs liegenden Werthe dieser Gro-
fSen in der Form

1)

1
1 LAl + (u1/u2/ uQ)( ) -+ (u1/u2/ oo Q)zm 1 +--
a (ull u,..., uQ)l - (0) (O) s
1+ (uq,uy,.. uQ) 4+ (uq,uy,... u@)
( ) (0
" \ ug + (ug,up, ..., up)y ¢ + (uq,up, ’uQ)Zﬁ)ﬂ—l + -
al(uq,uy, ..., uy)y = ,
152 e 0 © ..
1+ (uy,up, ..., up)y +(uy,up, .. up)y  F



wo durch (uq,uy,... ,uQ)](;) eine homogene ganze Function mten Grades bezeichnet
wird, dargestellt werden konnen.
Setzt man ferner

V) (x —x1)(x —xp) -+ (x — xp) = @(x),
wo denn
(VL) P(x) = P(x) - 2{1?((2)) _ xP_(J;)a al’(uy,uy, .. .,u@)a}
und

paa) (@q — x1)(@a — x2) -+ - (@0 — xp) _ 1

VI = \/ ~Ags —tgr) (G~ aygy) et )
ist, und
1dp(x)

(VIIL) 3 ome P(x),
oder, indem man

dal(uq,uy, ..., up)a dal(uy,uy, ..., up)a _
ax) 2n gi : o ., 23lm gig ol al(uy, 1y, ..., 1p)q

bezeichnet,

X)  Yx) = Z{;?(Elaaa)) ] xP_(J;)a al(uy, up, ..., up)a al(uqg,uy, .. .,ug)a},

so giebt die Formel

(X1.) VR(xq) = —(xq)

nach Bestimmung von x1, X, ..., X, diejenigen Werthe der Wurzelgrifien /R(x1),
VR(x2), ..., y/R(x,), welche diesen in den obigen Differential-Gleichungen (IL.) bei-

t (P(ﬂa (Cla X1)(aa — Xz) ( xp) _ .
) V —Q(a,) \/—Ao —g1) ) al(uy, uy, ..., ;) im Text.




gelegt werden miissen. Weiter hat man

ﬂg+a (ag+a xl)(ag+a Xp) - (‘1@+a - x@)
P(ﬂg+a ag+a —a (‘19+a —ap)-- (ag+a - a@)

=al(uy, uy, ..., up)o+a,

Plager1) (2041 = X1)(A2p4+1 = X2) -+~ (A2g41 — Xo)
P(ayye1)  \ (g1 — 31)(a2p01 — 32) - (a2p41 — p)

= al(uy, up, ..., Up)2p+1,

(XIL)

woal(uy,...)p41,- -, al(uy, ... )41 Functionen derselben Art wieal(uy, ...)1 u.s. w.
sind, die sich in der Form

al(uy, up, ..., up)p+1

+1 +1
1+ (uqg,uy, .. uQ)(Q ) 4 + -+ (uq,u,. .., u@)(zfn )

7

1+(u1,u2,...,u@)2 + -+ (ug,u,. .., ”Q)Zm
(XIIL.)

al(uy, up, ..., up)op41

2@+1) 2@+1)

Tt (uliuZI sy 0)2111
)(O)

1+ (uq,up, .. uQ)

0)
1+(u1,u2,...,u9)2 +ooe 4 (uy,u,. .. Uy

darstellen lassen, wo der Nenner derselbe ist wie in den Ausdriicken (IV.). Diesen
Formeln fiige ich noch die folgenden hinzu.
Bezeichnet man mit « irgend eine der Zahlen 1,2,...,20 + 1, und setzt

(XIV)) - Q@a) = lq, P(ﬂg+a) = lQ-Hl/ P(ﬂ29+1) = lzg+1,

dal(uy, uy,..., up)a - dal(uy,uy,..., up)a

(XV.) = a(ul,uz, e Up)a,

duq duy
so ist
XVL) Plaa) = lpal®(uy, up, ..., up)a,
Y(ag) = loal(uy, uy, ... ug)aal(uy, uy, ... up)a,
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so dafs man auch, wenn aq, ay, ..., a, ¢ verschiedene Werthe von a sind, und
(XVIL) (x —aq;) - (x — aa,) = Ry(x)

gesetzt wird,

p@) =Ry x)+Z{R, telC alz(ul,uz,...,u@)a},

(aa) X —dgy
(XVIIL) a=ay,a,..., 0
lo R B
P(x) = Z{Ri(ﬂa) - i(;ci al(uy, up, ..., up)a al(uy, uy, . .. ,uQ)a},
hat.
Ferner ist, indem
Y(x) Y(xq) , (%)
(P(x) Z (x = xq) @’ (xa) wo  ¢'(x) ox
in Folge (X, XVL.)
¥ JRGD
XIX. LS
- rERp NI

al(uy,uy, ..., up)a ~ Z VR(x0)
(

XX. = .
(XX al(uq,up, ..., u@)a Xa — aa) @’ (Xa)

Nun ist oben bei Herleitung der Gleichung (8.) gefunden worden

(a<p(x>) g L 20 VRED | 29y
dp e, LV ouy  (ta—ap)P'(ap) | (a—ap)P (@)

woraus man schliefit, dafs fiir jeden Werth von x

19p(x) _ P(ay) @) — pay) Y(x)

(XXL) 2 oup (x — ap)P’ (ap)

ist, indem die beiden einander gleichgesetzten Ausdriicke ganze Functionen
(0 — 1ten Grades von x sind, welche fiir p Werthe dieser Grofse, x1, xo, ..., Xo,
der vorstehenden Formel gemafs tibereinstimmen, also identisch sein miissen.
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Aus dieser Gleichung folgt, wenn man die durch (XIX.) gegebenen Ausdriicke
von (ap) und Y(x) substituirt

(XXIL) 19p(x) _ (ab)a(i(x) Z {(xa VR(xa) }

2 Jduy x)(xa — ap) ¢’ (xa)

Ferner, wenn man x = a, setzt,

al(u]_, uz, ceey uQ)a
al(uq,...)aduy

_ —Q) al(uy,...)qal(uy, ... )y —al(uy, ... )pal(uy, ... )a
- Pay) (g — Ay '

(XXIIL.)

vorausgesetzt, dafy @ von b verschieden sei; oder wenn man, unter der Annah-
me, dal8 = a,

al(uy, ... )aal(uy,...)p —al(uy,...)gal(uy, ... )a
aa - a‘B

(XXIV.)
durch al(uq,up, ..., uQ)aﬁ
bezeichnet, wo denn, zufolge (XX.)

al(uq,...)o al(uq,...)g VR(xq)
R Al tdag :_Z{ (xa—ﬂa)(xa_”ﬁ)(ﬁ /() }

ist, und man
(XXVL) al(uy, up, ..., up)ap = al(uy, uy, ..., up)py
hat:

dal(uy,...)a _ Qlap)

duy ~ Pl(ap) 2l Joalln - Jao
bza)

(XXXVIL)

aus welcher Gleichung, wenn man @ = a setzt und auf beiden Seiten mit
Q(a.)

P )al(ul, .. )a multiplicirt, noch

A28 80, 2) ALk, )

aub 8ua

(XXVIIL)




folgt.
Die in dem Vorstehenden eingefiihrten Functionen

a]'(ull s )0(/ a(ul/ s )0(/ al(u]/ s )(X‘B

konnen (nach den Formeln XVI, XX, XXIV) saimmtlich algebraisch durch x1, xp,
..., Xp ausgedriickt werden; es miissen daher unter ihnen so viele algebraische
Relationen bestehen, als Functionen vorhanden sind, weniger ¢. Diese sollen in
dem folgenden §. entwickelt und zusammengestellt werden.

§. 5.

Algebraische Relationen unter den Abel’schen Functionen und deren ersten
Differential-Coefficienten.

Es werde der Kiirze wegen

al(uy, . Ja =p, aly,..)a =P, alluy,..)ap = Pyg

gesetzt; dann gelten folgende Sitze.

I. Durch je g von den Quadraten der GrifSen p,, konnen die iibrigen linear ausge-
driickt werden.

Aus der Formel (XVIIL.) des vorhergehenden §. folgt ndmlich, wenn man
X = ag setzt, und S nicht unter den Zahlen aq, ay, ..., @ begriffen ist, mit
Berticksichtigung von (XVL.)

| 2
p 2 la Pa }
. =1- . .
R1 (Llﬁ) pﬁ Z{Ri (lla) aAg — Elﬁ

a=a,a...,0

I1. Eben so konnen durch je p von den Grifien

2 .2 2 2
Py Pryr Py - Pgray

(wo Pyy fortzulassen ist) die iibrigen linear ausgedriickt werden, vermittelst der For-



meln

R,(ay) { l

A2 = _ a2 }

0Py lyRy(ay) Za" Ri(ﬂa)pay
(ay —ag)lg ,
Ry(ag) "B~ A p7+Z{aﬁ—aa R (4 )”“V}
R'(a ay —a I
el )
ly Ry (ay) ag — Aa "R (a )
in denen sich das Summenzeichen auf dieselben Werthe von « bezieht wie in (I.), und

y sowohl als B nicht unter diesen begriffen sein darf.
In Folge der Gleichung

P(xa) = —VR(xq) (a=1,2,...,0)

wird die Function R(x) — gbz(x) fiir x = x1, X2, ..., xp gleich Null, und ist daher
durch ¢(x) theilbar. Setzt man nun

_ ;_77/ (P(X) - py V,U(X)
Py(x) = x—a, ,

so wird der Zahler dieses Ausdruckes fiir x = a,, (zufolge der Formel XVI. des
vorhergehenden §.) gleich Null, und es ist somit ¢,(x) eine ganze Function
(0 — 1)ten Grades. Dann hat man

PIR() — (x — ay) Y5 (x)
= pJZ/(R(x) - ¢2(x)) + P, p(x) (2py¢(x) - ﬁy(‘o(x)),

und es ist also der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ebenfalls
durch ¢(x) theilbar, wie auch durch x — a,, so dafl man setzen kann

P~ ) = p 99

und dann ¢y(x) eine ganze Function gten Grades bedeutet. Nimmt man nun
X =an, @ 2y vorausgesetzt, so ergiebt sich (zufolge Formel XVI. d. v. §.)

Py@a) = @y — ) lap?,,



indem
wy(aa) = lapapay

ist. Ferner erhilt man fiir x = ay

R’ (ay)

Ppylay) =

Bemerkt man nun noch, daff der Coefficient des hochsten Gliedes von ¢, (x)
gleich A0p72/ ist, und man daher

(Py(x) _ (Py(ﬂa
Ry (x) = Aop) + Z(x—aaml(aa)

~ ay — ag
AOP)/ +Z (x — ag) R/ )pay

hat, so ergeben sich die zu beweisenden Relationen, indem man x = 4, und
X = ag setzt.

II1. Aehnliche Relationen finden Statt unter den in der Reihe

PiP1yr  P2P2yr -+ P2o+1P(20+1)y

enthaltenen Producten.
Setzt man ndmlich in der Gleichung

%(x) _ %by(ﬂa ll’lpapay
Ry(x) Za“ (x - aa)Rl (aq) Z (x - aa)R (aq)

x = ag, so ergiebt sich

l)/ e Z lapapay
Rl(‘lﬁ) TPy — (ap — aa)Ri(aa) '

wo hinsichtlich der Zahlen a, f, y dasselbe gilt wie bei der vorhergehenden Nr.

IV. Unter je sechs Functionen p,, Pg: Pyr Pgys Pyas Pag WO 0, B,y verschiedene
Werthe haben miissen, findet die Relation

((Jlﬁ - a)/)papl[ﬂ)/ + (a)/ - aa)PﬁPya + (ﬂa - ﬂﬁ)PyPaﬁ = O/



oder
B (‘1)/ - ﬂﬁ)PaPﬁy - (a)/ - aa)pﬁpay
pafﬁ - (ga — gﬁ)py

Statt.
Denn es ist (vermoge Formel XXIV. des v. §.)

@a —ap)Pap P Py

PP P Pa
(ﬂﬁ - ﬂy)Pﬁy 3 57/ i_’ﬁ

ppy Py P
@y —apya _p, Py

PyPa  Pa Py

aus welchen Gleichungen, wenn man sie durch Addition verbindet, die aufge-
stellte Relation sofort folgt.

V. Endlich ergeben sich noch folgende Gleichungen, in denen
/

a’  irgend eine der Zahlen o0+1,0+2,...,20+1

bedeuten soll,

_ p ap) Aq —ap
Po= aua (@@ = aa)PyPor + Z {Pl(ab) ap — g “PoPab (/
b

(b= q)

apa ab) aqg — Ay
au = (A = A)PyPaw + Z {Pl(ab) ap—a ,Pbpab}/

(bza)
- apa’ _ _Q(ab)
Po = Zb: oup ;{mpbpa’b .

Man hat namlich (Formel XXVII d. v. §.)

Wy _ Qfay)
aub - _P’(ﬂb)pbpab (b 2 Cl).




Hieraus folgt, wenn man a = a’ setzt, sofort die dritte der vorstehenden Glei-
chungen. Aus (VI.) aber folgt, wenn man x = a,, nimmt und b statt a schreibt,

2
2 _ 4 Qy) Py
Pu=1 Zb"{P'(ab) Tay —ap }

und hieraus, wenn man nach u, differentiirt,

IPq
duq ap)  PyP
by =~ Z {Q( b)  PoPab } (b2 ),

Ag — Aq P’ le) Aq — ap

woraus sich die zweite Gleichung ergiebt, aus der dann weiter die erste folgt.

VI. Von den vorstehenden Relationen mogen nun die folgenden besonders hervorge-
hoben werden, in denen der Kiirze wegen

2041 durch qp, g+a durch o, p+b durch ¥

bezeichnet ist.

2 _ Q(aa) al*(uy,...)a
(1) al’(uy,... Yoy = 1 - Za:{P,(aa) e — }
2
(2. alz(ul, e =1- Z{P/((L;(:) ala(:,lll aa) }
Q' (aq,) Q(aa)
(3. AgalP(uy, ... ) = P(aaoo) - Z{ P al(u 1>}

(4)  (aqy —aw)al®(uy, ... )ggw

= Agal(uy, ... )og - Z{a“O “f QW) 2, )aoa}

ay —aq  P'(aq)

_ Q) [0t Q@) o
B P(aao) B Zal{ Ay — dq P’(ﬂ ) al“(uy, .. ')aoa}




(5.)

(6.)

(7))

(8.)

©.)

1 ceja 1 e Jand
al(u1,...)azal(ul,...)aoa,:Z{Q(ﬂa) al(uy, ... )aal(uy, ... ), }

a P'(ag) Ao — o’

al(uy, ... )agal(uy, .- )ap
_ (@ag —ap)al(uy, ... )aal(uy, . )b = (@ap — aa) al(uy, ... Jpal(uy, .- - Jaga

g — dp

al(uy,...)agal(uy, ... )an
B (Elao - (Zb) al(ul, .. )a’ al(ul, ce )agb - (llao — aa/) al(ul, .. )b al(ul, .. )aoa/

Ag — ap

al(uq, ... )agal(uy, ... )aw
(a(l() - Elb/) al(ul, cee )a’ al(u]_l oo )aob' - (aa() - aa’) al(ull oo )b’ al(u]_l <. )a()(l’

aa’ - ab’

dal(uq,...)a
a(gib ) :‘1%?)al(ul,..»bal(ul,...)ab (b2 q)

0 al(ul, N )ao _ Q(ab)

— al(ull . )b al(ulr s )aob

duy, ~ Pl(ay)
dal(uy,...)y  Qlap)
Juy, ~ Pl(ap) A palm o
dal(uq,...
W = (aao — aa) al(ull - )ao al(u1/ cee )(100
Uq

_ Z'{ Qaw) 20 700 41y, Yy al(uy, . >ab}-

5 P’(ab) ] aao — ap

Von diesen Gleichungen gehen Nr. (1, 2, 3, 4, 5) aus (I, II, III) hervor, wenn
man in diesen Rj(x) = P(x) setzt; Nr. (6, 7, 8) sind die Relationen (IV.), wenn
man y = ag nimmt, und die unter Nr. (9.) finden sich unter (XXVIL.) des v. §.
und (V.). Sie stellen, wie man sofort tibersieht, so viel Relationen unter den
Functionen al(uq,...)q, al(uq, ... )aﬁ und den ersten Differential-Coefficienten
von al(uy, .. .), dar, als néthig sind, um alle diese Grofien algebraisch durch

al(uq,... ) al(uq,... ) e al(uy,...)o
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(an deren Stelle je p andere der Functionen al(uq,...)s treten konnten) aus-
zudriicken, ohne dafS in den betreffenden Formeln die Argumente u, uy, ...,
uy selbst vorkommen; woraus unmittelbar weiter folgt, daff auch die htheren
Differential-Coefficienten der Abel’schen Functionen algebraisch durch je o der
letztern ausdriickbar sein werden.

§. 6.

Die Abel’schen Integral-Functionen.

Das Integral

f{F(xl)dxl | Fxp)dxy +_”+P(x@)dx0}
VR(1) R VRG,) )

wo F(x) eine beliebige rationale Function von x bedeuten soll, geht, wenn man
X1, X2, -+, Xg, \/R(xl), \/R(xz), ..+, yYR(xp) vermittelst der Formeln des §. 4.
durchuy,up, ..., uyausdriickt, in eine Function dieser Argumente tiber, welche
man eine , Abel’sche Integral-Function” derselben nennen kann, und deren
analytischer Charakter jetzt ndher untersucht werden soll.

Man kann, wie weiter unten wird nachgewiesen werden, jede in der
vorstehenden Formel enthaltene Function auf eine einzige zuriickfiihren, die
mit

W(uy,uy, ..., up) oder kiirzer Ul(uy,...)

bezeichnet werden soll, und durch die folgende Gleichung

R
d%[(ulluzl, ,uQ)— 1 m P(x(l) dxa

L2 P@) 'xa—a'm

definirt wird, mit der ndhern Bestimmung, dafs (x4, ... ) den Werth Null erhal-
te, wenn uy, up, ..., u, simmtlich verschwinden. Die Constante a kann jeden
beliebigen Werth haben, mit Ausnahme von a3, a, ..., 43,41, und auch das

Zeichen der Wurzelgrofie /R(a) willkiihrlich bestimmt werden. Ist es nothig,
a in die Bezeichnung der erkldrten Function mit aufzunehmen, so soll dieselbe
Al(uy,up, ..., uy; a) geschrieben werden.

Nimmt man zunéchst die Grofien uy, up, ..., u, so klein an, dafs nicht
nur xi, X, ..., Xp in der Néhe von ay, ay, ..., a, sich befinden, und dieselben
daher, so wie \/R(xl ), \/R(xz), .+, YR(x,) durch die unendlichen Reihen (4, 5)
des §. 1. ausgedriickt werden konnen, sondern auch die Differenzen x; — aq,

(1)




Xp —ap, ..., Xp — a4y dem absoluten Betrage nach kleiner als beziehlich a — 4y,
a-—ay, ..., a—apsind; so erhdlt man, indem

P(xq)  xq—aq P(xq)
Xa—04 Xq—a  Xq-—dq

und
sl )
m=1...00
% xIZ (fc‘a)a . \/% = (1+ (0,053 + (0, Q)53 + - )dsa (5. 1)
ist:
2.) W(uy, uy, ... up) = \1/)1? . {53 +S5+ 4+ Somy1 + }
= \1/)1?.{113+u5+---+u2m+1 +ooeh,

wo durch Sp,,,,1 eine homogene ganze Function (2m + 1)ten Grades von sy, sp,

.+, Sp und durch Uy, .1 eine eben solche von uy, uy, ..., u, bezeichnet wird.

Die Coefficienten von Spy.41, Upy41 werden rational aus 4, ay, ap, ..., 4o und

den Coefficienten von Q(x) zusammengesetzt; nach fallenden Potenzen von a

entwickelt, fangen Sy.,1, Uo7 mit Gliedern an, die mit ™" multiplicirt sind.
Nun aber findet, wenn man jetzt wieder unter

uy, uy, el ug2y)
2w)
Xy, xy, el xa”
VR, R, .., R
M(x), N(x), P(x)

Xa, \/1@
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dieselben Grofien versteht wie in §. 2, nach dem Abel’schen Theoreme nicht
blof$ die dort unter (6.) aufgestellte Gleichung Statt, sondern auch die folgende

3) Z { VR() P(xg) dx! N JR@) PEY)  dx! +}
P@ “xi-a’ JRGD  P@ T -a’ JRGY)

Yy {1 VR(@) P(xa) dxq }+1 o (M(a)P(a)+N(a)\/R(a)

P@) -4 JRay) 2 P\M@) P@) - N@ JR@
Werden daher ®) (p) ®)
p
u;, Uy, ., Uy,

wo p irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., 2u bezeichnet, so klein angenommen,
dafs die Reihen auf der rechten Seite der Gleichung (2.), wenn man darin diese
Grofsen an die Stelle von uq, up, ..., u, setzt, convergiren, so hat man

R(ﬂ P(.X'a) dxa
(4) Z{Z P@) “xq-a’ \/R(xa)}

= AN, )+ AN, ) 4o+ %dlog(

M(a) P(2) — N(a) \/R(a) )
M(a) P(a) + N(a) yR(a)/
Jetzt setze man, wie in §. 4,

u
ugzﬂ) _ ﬁ
und nehme u so grofs an, daf8 nicht nur die unendlichen Reihen, welche in den
dortigen Ausdriicken von al(uy,...), al(uq,...)2 u. s. w. und von M(x, uq,...),

r _
ua_ua e

7

u
N(x,uq,...) vorkommen, convergent werden, sondern auch die fiir ‘211(2—1, e );
u

so verwandeln sich die Grofien

X1, X2, ..., Xp, \/R(xl), \/R(xz), cer, \/R(xp)

der Gleichung (4.) in die durch die Gleichungen (III, XI) des genannten §.
bestimmten; und es ergiebt sich durch Integration

u
(5) Wy, uy, ... 1) = 2p%u(”1 1 Q)

2u’2u’ " 2u
llog(M(lZ,ulzuZ,...,MQ)P(IZ)—N(ﬂ,ul,uz,...,ug)\/m)
M(a,uy,uy, ..., ug) Pa) + N(a,uy, uy, ..., u,) /R(a) .




Eine Constante ist nach der Integration nicht hinzuzufiigen, indem die Func-
tion, deren Logarithmus in dieser Gleichung vorkommt, sich auf die Einheit
reducirt, wenn uyq, up, ... uy, simmtlich verschwinden, wie aus den unter (26,
§. 2.) gegebenen Ausdriicken von M(x), N(x) zu ersehen ist.

Setzt man

M(a,uq,...)P@) - N(a,uq,...)VR(@) 4p9n(

) = ﬁ(ul,uz, e, Up),

(6.)
M(a,uq,...)P@a) + N(a,uq,...)\R(@)
so ist
(7.) W(uy, uy, ... up) = 1 logﬁ(ul,uz, ce, Up),

und es bezeichnet alsdann ﬁ(ul, uy,...,uy) eine eindeutige Function vonuy, u,

.., up, welche, wenn fiir die absoluten Werthe dieser Verdnderlichen irgend
welche Granzen festgesetzt werden, die sie nicht iibersteigen sollen, in der
Form eines Bruches ausdriickbar ist, dessen Zdhler und Nenner nach ganzen
positiven Potenzen von uy, uy, ..., u,, in convergirende Reihen sich entwickeln
lassen. Fiir hinldnglich kleine Werthe der Argumente hat man

VR(a)
2(113+u5+--~+112 +1+"')
(8. Wl(uy, up, ..., upg) = e " P@) |

woraus sich leicht erweisen 1df8t, ganz in derselben Weise, wie dies in §. 4. fiir
die Functionen @(uy, ...)a geschehen ist, dafs der Werth von W(uq,uy, ..., uy),
obwohlin dem Ausdrucke dieser Function, wie er durch die Formel (6.) gegeben
ist, die Zahl u vorkommt, dennoch von derselben ganz unabhéngig ist. Man
hat daher folgenden Satz:

Es giebt eine eindeutige Function ﬁ(ul,uz, ..., Up) der unbeschrinkt veriin-
derlichen Grofien uq, uy, ..., uy, welche der Differential-Gleichung

o 1 \/R P a d a
%dlog‘?ll(ulfuzz-'-r”@) = Z{E P’(E:;) ) xa(i’)l . \/1%},

in der x1, xp, ..., Xy, \/R(xl), \/R(xz), .o+, VR(xp) die durch die Gleichungen (IlI,
XI) des §. 4. bestimmten Functionen von uy, uy, ..., uy sind, geniigt und, wenn diese
Verinderlichen sdmmtlich verschwinden, den Werth 1 annimmt.

Wenn nun F(x) eine beliebige rationale Function von x ist, so kann man
dieselbe stéts als ein Aggregat von Gliedern von der Form

G und Bx™1
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darstellen, wo m eine ganze positive Zahl, und A, B, a Constanten bedeuten. Mit
Unterscheidung derjenigen Werthe von a, welche R(a) = 0 machen, von denen,
bei welchen dies nicht der Fall ist, kann man daher als den allgemeinsten
Ausdruck von F(x) den folgenden annehmen

9) F(x):Z{ An }+Z{ ;‘"; }+

(x —a)y™ (x —a)m
m=1...m m=1...mp

1 2

B B
Z{(x—al)m}—i_Z{(x—az)m}—iﬂn
m=1...m m=1...n
2.

wo my, my, ..., n,nq,ny, ... ganze positive Zahlen (Null ausgeschlossen) und

1 2 1 2 1 2
Am,Am, ..., Bn,Bm, ..., Cm, 4,4, ... Constanten bedeuten, und angenommen

wird, daf3 oll, 15, ... nicht zu den GroBen ay, ap, ..., 4541, den Wurzeln der
Gleichung R(x) = 0, gehoren.
Nun ist
(10) p VR(x) (1 R’(x) B R(x) ) dx
' (x—a)™ \2(x—a™ = (x+1)"*t1/) [R(x)

_ r (v) _y—m4r=1 d_x
= Z {(2 m)R (@)(x—a) } \/IW’
r=0...20+1)
wenn man

= TR

setzt. Da nun RO (a) = R(a) ist, so tibersieht man aus dieser Formel sofort, daf
sich, wenn R(a) nicht Null ist, indem man m =1, 2,..., m — 1 setzt,

(1) dx auf die Form (ﬂ + Gl(x)) dx_ . Go(®)VRW
(x —a)™/R(x) xX—a R(x) (x — aym-1
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wird bringen lassen, wo G eine Constante, G1(x) und G»(x) aber ganze Func-
tionen von x bedeuten, die erste vom (2p — 1)ten und die zweite vom (m — 2)ten
Grade, wobei man fiirm =1, Gy = 1, G1(x) = 0, Gp(x) = 0 hat.

Setzt man aber a = a,, so ist R(a) = 0, nicht aber (% - m)R(l)(a), und es
erhellt aus der Formel (10.), wenn man jetzt m = 1,2, ..., m nimmt, dafs man

dx _Gi@dx G VR®)
(x—a)"Rx) R  (—a)"

erhalten mufS, wo G1(x), Go(x) wieder ganze Functionen sind, die erste vom
(20 — Dten und die andere vom (m — 1)ten Grade. Namentlich hat man

1 R'(ag)dx (1 R'(x) 1R (aq) R(x) dx VR(x)
13) 3 (Ex—aa+§x—aa_(x—aa)z)\/m_dx—aa'

2 (x —a2) VR()

Ferner ist

(12.)

_ m—2 1. m=1p7
d(xm_l R(x)) _ (m = Dx™“R(x) + 53x™ " R(x) "

VR(x)

R(x) — Z Arx29+1—r

oder, wenn man

r=0...20+1
setzt,
m-1 _ r+1 20+m—r-1)_ 4%
(14.) d(x R(x)) = Z ((@ +m— T)Arx ¢ )— ,
R(x)
r=0...20+1

und man hat daher

x20-1Hm gy Gy(x) dx
15. = +d(Gr(x)VR(x) ),
(15.) O (G2 VR())
wo gleichfalls G1(x), Go(x) ganze Functionen sind, die erste vom (20— 1)ten und
die andere vom (m — 1)ten Grade.
Aus den Formeln (11, 12, 15) folgt nun sofort, daf$ sich

F(x)dx

VvR(x)

Go G
(16, o+ L +) s

X—a x—a VR(x)

G ) dx G(x)
+ ) +d((G0(x)+—RO (x)H(x)%/R(x))

auf die Form (




— 5

1 2
bringen lafit, wo G, Gy, ... Constanten,

H(x) = (x—a)™ 1(x—am21 .,
Ro(x) = (x —ap)"™ (x—ap)™ ...,

20-1
und b(x), G(x), Go(x) ganze Functionen sind, von denen die erste von nicht
hoherem als dem (2¢ — 1)ten Grade, die zweite von einem niedrigern als Ry(x)
H(x) ist, und die dritte sich auf Null reducirt, wenn n < 29, wahrend sie vom
(n —2p — 1)ten Grade ist, sobald n > 2p.
Da man ferner

dx _ P(x) dx B P(x) — P(a) dx
(x-a)\yRG) PO (x-a)yREx) &-0DP@)  R@)
P(x) — P(a)

hat, wo T
f(x) eine Functlon (20 — 1) Grades bedeutet,

fx) = f1(x) P(x) + fo(x)

setzen kann, wo f1(x), fo(x) beide vom (¢ — 1)ten Grade sind, und

x) = Z fa(ap) P

P’(ap) x —ap

eine ganze Function (o — 1)ten Grades ist, und man, wenn

F(x)dx

auch die Form
VR(x)

ist; so erhellt, dafs man dem Differential

F(x)dx _F R(a) P(x)  dx L F R() P(x)  dx .
VR®)  2p(@) x-a VRG) 2P@) x-i YR®)

201
Lo ) L )

b=1...p0 b=1...p0

G(x)
{60+ i VRO

geben kann, wo Fq, Fy, ..., Gy, Hp Constanten bedeuten.

(17.)
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Nun folgt aus der Gleichung (1.)

{1 xg—lp(xa) dxa} _ d[ —P(a)
=12 JR(xo) VR@)

—P(a
wo [ \/(T)) M(uq, . )] den Coefficienten von a~" in derjenigen Entwicklung
R(a

der eingeklammerten Grofle, welche fiir sehr grofse Werthe von a gilt, bezeich-
net. Aus den Formeln (2, 6) ersieht man, daf$ dieser Coefficient (indem

N@,uy,...) ~R@)

M@, uy,...)" PQ@)

(18.)

M(uq,uy, ..., uQ)] ,
-

=0 wirdfir a=o00, und

man daher fiir alle Werthe von g, die ihrem absoluten Betrage nach eine gewisse
Grianze tibersteigen,

P(a) M(@a,uq,...)P(@a) — N(a,uq,...)\R(@)
log( )
R(a) M(@a,uq,...)P@a) + N(a,uq,...)\R(@)

2m+1 m
sl ) () )

m=0...00
hat, so wie auch (nach (2.))
2y P(a) uj
QII( ):2 S(lla,—,... ),
JR@ 2" (Ul 2u -
m=0...00

und die in Beziehung auf a rationalen Functionen

2m+1 m
(1\1\/;((‘1#11))) (%) ’ u( g;l ..)2m+3,

wenn man sie nach fallenden Potenzen von a entwickelt, beide mit einem Gliede
anfangen, welches mit a=™~1 multiplicirt ist) eine eindeutige ungerade Function
von uy, uy, ..., Uy ist, welche fiir alle Werthe dieser GrofSen, die ihrem absoluten
Betrage nach beliebig festgesetzte Grinzen nicht iiberschreiten, als Quotient zweier,
nach ganzen positiven Potenzen derselben entwickelbare Reihen dargestellt werden
kann.



Beriicksichtigt man ferner, dafs

Z( (xa) VR(xa Zf (xa)P(xa),

wenn f(x) eine beliebige rationale Function von x ist, rational durch die Co-
efficienten von ¢(x) und 1(x) dargestellt werden kann; so ergiebt sich, wenn
man

(19.)

[ —P(a)
VR(x)

‘III(ul,...)] = WO (g, uy, ..., up)
-
setzt, aus (17.)

F(xq)dx 1 2
(20.) fZ (1;)(xaa—F1‘2II(u1,u2,...,uQ;a)+F2?II(u1,u2,...,uQ;a)+~--

+ Z (Gb‘lll(b)(ul, u,..., uQ) + Hbub)
+ 5 (al(wy, .. Yo, al(uy, ... )a),

wo § eine rationale Function von al(uy, ... )q, al(y, ... )1 u. s. w. bedeutet. Man

sieht also, daf$ in der That, wie oben bemerkt worden, eine jede Abel’sche Integral-

Function auf die mit W(uy, up, ..., uy) bezeichnete, zuriickgefiihrt werden kann.
Esistin (§. 4.) bei Herleitung der dortigen Gleichung (8.) die Formel

¢(ap) yR(xq)

— ap) P’(ayp)

@ (xq) dxq = —22 duy,

oder

1 dxq Z p(ap) duy,
2 \JR(xq) R(xa P’(ap) ~ (xa — ap) @’ (xa)
P(x,)

auf beiden Seiten multi-

gefunden worden. Diese Gleichung werde mit

Xa

plicirt, so findet sich, wenn man dann in Beziehung auf a summirt,

1 P(xq) dxq Z P(ap) P(xq) duy,
23— (R = Play) (o= 0)(xa— ) ¢'(x0)

Nun ist aber

P(x) P Z P(xq)
(x —a) 90(35) (x —a) p(a) (¥ — a)(xa — da) ¢’ (xa) ’



und daher fiir x = ay

Z P(x,) ___ Pw
(Xa —a)(xa —ap) @’ (xa) (@ —ap)pa)

Mithin

1 P(xq) dxq _ Z P() ¢lap)  duy
2xa=8" [R(xq) @) " P'(ap) "a—ap’

oder auch, wenn man jetzt auf der rechten Seite a statt b schreibt,

(21.)

1 P(xq) dxa Z Pa) ¢(aa) dug
2xa—a'm_ p(a) " P'(aq) " a—aq

Qaq) al’(uy,...)aduq
Z‘ _P,(ﬂa) . a—dq

) Q) al(uy,...)a)
1_Z{pf(aa)' 4 — g }

Hieraus folgt
—Q(@)

alz(ul, v )b
(22 ) % QII(ul, u,..., uQ) _ \/R(ﬁl) P(ab)
' duy B (a —ap) P(IZ) Q(aq) al? (u1,...)a .
_Z{P’(ﬂa a—aq }

Ferner ersieht man aus der Gleichung (21.), dafs die partiellen Differential-

Coefficienten von ‘211(1)(111, o), QII(Z)(ul, ...) u. s. w. rationale und ganze Func-
tionen von al(uy,...)1, al(uy,...)2, ..., al(uy, . ..), sind. Namentlich hat man

QWD (uy, uy, ..., up) _ Qfaa)
aua B P’(ﬂa)

(23 al®(uy,uy, ..., up)a,

so dafs man die Gleichung (II1.) des §. 4, deren Wurzeln die Grofsen x1, xp, ..., Xp
sind, auch folgendermafien

{8‘211(1)(111, u,... ,u(p)} 1

(24) (x — aq) duq

ausdriicken kann. Auf diese merkwiirdige Form der in Rede stehenden Glei-
chung werde ich spéater noch zuriickkommen.



Zweites Kapitel.

Einige allgemeine Betrachtungen iiber die Darstellung
eindeutiger analytischer Functionen durch Reihen;
Digression iiber die elliptischen Transcendenten.

§.7.

Die im vorhergehenden Kapitel durchgefiihrten Untersuchungen haben haupt-
sachlich den Zweck, fiir die Functionen

al(uy,..)a  al(uy,...)op Wuy,..;0) WO(uy,..),

durch welche sich, wie gezeigt worden ist, alle Abel’schen Transcendenten aus-
driicken lassen, zu einer vollig bestimmten, auf beliebige Werthe von uq, uy,

.., up anwendbare Erklirung zu fithren, und die analytische Form derselben
in so weit festzustellen, als hierfiir und zum Behufe der weitern Entwicklungen
erforderlich ist. Die in §. 4. und §. 6. gegebenen Formeln geniigen fiir diesen
Zweck zwar vollstandig, nicht aber, wenn verlangt wird, die genannten Gro-
flen in einer ihrem wahren analytischen Charakter entsprechenden, fiir alle
Werthe der Argumente uyq, uy, ..., u, unverdndert dieselbe bleibenden Form
darzustellen. Diese bleibt vielmehr noch zu ermitteln.

Der Umstand, daf$ die unendlichen Reihen, welche in den Formeln (IV,
XIII, §. 4) und (6, §. 6) vorkommen, fiir um so grolere Werthe von uy, uy, ..., uy
convergent bleiben, je grofler man die Zahl p annimmt, begriindet die Vermut-
hung, es werde sich jede derselben, wenn i = co gesetzt wird, in eine fiir alle
Werthe der genannten Verdnderlichen convergirende Reihe verwandeln, und
sich auf diese Weise eine Darstellung der in Rede stehenden Functionen in der
gesuchten Form ergeben. Es diirfte vielleicht mdglich sein, durch eine genaue-
re Untersuchung jener Reihen die Richtigkeit dieser Vermuthung strenge zu
erweisen; ich gehe jedoch hierauf nicht ein, weil man, wenn es auch geldange,
dadurch noch nicht dahin kommen wiirde, fiir jede einzelne der beiden Functio-
nen, als deren Quotient alsdann irgend eine Abel’sche Function sich darstellen
liefSe, eine analytische Definition zu gewinnen. Es tritt uns hier vielmehr eine
Aufgabe entgegen, welche, so viel ich weif}, noch nicht allgemein behandelt
worden, und doch fiir die Theorie der Functionen von besonderer Wichtigkeit
ist.

Die einfachsten transcendenten Functionen sind solche, welche sich nach
ganzen positiven Potenzen ihrer Argumente in bestiindig convergirende Reihen
entwickeln lassen und somit im Wesentlichen den Charakter der ganzen rationa-
len Functionen besitzen. Nach ihnen kommen diejenigen, welche aus mehreren
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dieser Art in rationaler Weise zusammengesetzt und daher als Quotienten aus
zweien dargestellt werden kénnen. Man kann sie als transcendente Grofien
vom Charakter der gebrochenen rationalen Functionen bezeichnen.

Oftmals aber ist eine Function in der Art definirt — und so verhilt es sich,
der vorhergehenden Darstellung nach, mit den Abel’schen — dafs zwar die Mog-
lichkeit gegeben ist, sobald jedes ihrer Argumente auf einen endlichen, tibrigens
beliebig groff anzunehmenden Bereich beschrankt wird, dieselbe in der Gestalt
eines Bruches, dessen Zihler und Nenner nach ganzen positiven Potenzen der
Argumente entwickelte Reihen sind, auszudriicken, wéahrend eine stiits giiltig
bleibende Darstellungsform noch unbekannt ist. Angenommen nun, es sei ei-
ne derartige Function durch eine (algebraische) Differential-Gleichung definirt,
(oder auch im Vereine mit andern durch mehrere solche), so kann man unter-
suchen, ob sie vielleicht zu den gebrochenen rationalen, in dem eben erklarten
Sinne, gehore. Hierfiir aber reichen die gewohnlichen Entwicklungs-Methoden
nicht aus. Es handelt sich dann darum, zu entscheiden, ob man, nachdem in
die gegebene Differential-Gleichung statt der gesuchten Function ein Bruch,
dessen Zadhler und Nenner noch zu bestimmende Grofsen sind, eingefiihrt wor-
den, dieselbe in zwei andere, aus denen sie wieder folgt, so zerfdllt werden
konne, dafs die genannten Grofsen beide den Charakter einer ganzen Function
erhalten. Dazu kann man in vielen Féllen mit Hiilfe eines allgemeinen Satzes
gelangen, der verdient, bei dieser Gelegenheit entwickelt zu werden.

Wenn f(u) eine Function von u ist, welche durch eine nur ganze positi-
ve Potenzen dieser Verdnderlichen enthaltende und bestindig convergirende
Reihe dargestellt werden kann, so wird der Differential-Quotient

9" log f(u)
Jut
wo A eine ganze positive Zahl bezeichnet, nur fiir solche Werthe von # unendlich

grof3, bei denen f(u) verschwindet. Es sei a einer dieser Werthe, so kann man
setzen

4

fla+k) = gk™ + gk ...,

wo m eine ganze positive Zahl bedeutet und ¢ nicht Null ist, und hat also
log f(a + k) :mlogk+logg+%k+--- ,

wo die nicht hingeschriebenen Glieder nur positive ganze Potenzen von k ent-
halten; woraus folgt

(W log f(u)

) B M logk N {Glieder mit nur positiven
o umark ok ganzen Potenzen von k},




welche Reihe convergirt, sobald der absolute Betrag von k kleiner ist als eine

gewisse Grofie, auf deren ndhere Bestimmung es nicht ankommt. Dieselbe

Darstellung gilt aber auch fiir jeden andern Werth von a; nur ist dann m = 0.
Dieser Satz lafst sich nun in folgender Weise umkehren.

Theorem.
Wenn eine eindeutige Function F(u) der unbeschriinkt verinderlichen Grifie u die
Eigenschaft besitzt, dafs
F(a +k),

wo a irgend einen besondern Werth von u, k aber eine Verinderliche bezeichnet, fiir
hinliinglich kleine Werthe der letztern in eine convergirende Reihe von der Form

M logk
kA

+ Shyk™,

m=0...00

m

wo m entweder Null oder eine ganze positive Zahl bedeuten soll, entwickelbar ist; so
lifit sich eine bestdndig convergirende Reihe

fou‘l +f1uy+1 +...+fmulu+m + .. :f(u),
in der u den zu a = 0 gehdrigen Werth von m bezeichnet, dergestalt bestimmen, dafs
" log f(u)

ou

ist. Und zwar erhiilt man den allgemeinsten Ausdruck von f(u), indem man, unter der
Voraussetzung, daf fiir hinlinglich kleine Werthe von u

= F(u)

oM
Fu) = &:l’f” + SFyuu™

m=0...0

gefunden sei, die Formel

. u/Hm

1
uHeS{ (m+1)...(m+A)

}+CO+C1u+---+CA_1u/‘_

4

in der Cqy, Cq, ..., Cy_q1 willkiihrliche Constanten bezeichnen, nach Potenzen von u
entwickelt, wenn auch die dabei gebrauchte Reihe

S PmMA+m
(m+1)...(m+A)

nicht fiir alle Werthe von u convergirt.
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Beweis.

Es seienaq, ay, ..., as unter den Werthen von u, fiir welche F(u) unendlich grofs
wird, diejenigen, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner als eine beliebig
angenommene Grofle U sind, den Werth Null, wenn er auch zu denselben
gehort, ausgeschlossen. Es ist leicht zu erweisen, dafs es nur eine endliche
Anzahl solcher Werthe geben kann. Denn sonst miifite sich in dem angegebenen
Bereiche von u wenigstens ein Werth a finden, in dessen Nihe eine unbegranzte
Menge derselben vorhanden wére. Dann aber liefle sich F(a + k), wie klein
auch k angenommen werde, nicht nach ganzen Potenzen dieser Grofse in eine
convergirende Reihe entwickeln, die, wie doch vorausgesetzt wird, nur eine
endliche Zahl Glieder mit negativen Potenzen von k enthilt. Bezeichnet man
nun mit my, my, ..., mg die zu ay, ap, ..., a; gehorigen Werthe der Zahl m in
den Entwicklungen von

F(aq +k), F(ap+k), ..., F(as+k),

und setzt

u”(l — i)ml(l — i)mz . (1 — i)ma = 1i(u),

aq ap ag

so hat man nach dem oben Bemerkten

o log 1t(u) ol log k ) ) o
(—) =m + {Glieder mit ganzen positiven Potenzen von kj,
au/\ u:a+k akA

wom =, my,my,..., mgistfira=0,aq,ap,..., as, und Null fiir jeden andern
Werth von a. Setzt man daher

N log t(u)

F(u) — Ew)

= F1(u),

so ist Fi(a + k) bei jedem Werthe von a, dessen absoluter Betrag kleiner als U
ist, in eine nur ganze positive Potenzen von k enthaltende Reihe entwickelbar.
Daraus folgt, dafs F1(u), so lange der absolute Betrag von u unterhalb der

genannten Grinze bleibt, stits einen endlichen Werth hat und sich continuirlich
JF(u)

mit u dndert. Dasselbe gilt von (so wie von den hohern Differential-

u
Coefficienten dieser Function). Nach einem Cauchy’schen Satze 143t sich daher
F(u) fir alle jene Werthe von u durch eine convergirende Reihe

S Gaum

m=0...00



darstellen. Wird daher

fl(u) =mn(u)e (m+D--(m+l)

gesetzt, so ist f1(u) in eine, jedenfalls fiir dieselben Werthe von u convergirende
Reihe von der Form

1
_ A+m
@) =u+Sf u
m=0...00

entwickelbar,”) und man hat
ol log f1(u) ot log 1t(u)
ot ouh

Nun kann man aber, wenn u dem absoluten Betrage nach kleiner als jede der
Grofien aq, ay, ..., ag ist, F(u) durch eine convergirende Reihe

+ F1(u) = F(u).

M logu
Ju?

ausdriicken, wo u Null oder eine ganze positive Zahl ist. Nimmt man daher fiir
f(u) die aus der Entwicklung des Ausdrucks

% + SFnﬂzlnI

qu)w—m

1
ued ety

}+C0+C1u+~-+C/\_1uA_

hervorgehende Reihe, so convergirt dieselbe sicher bei den eben genannten
Werthen von u, und man hat fiir dieselben

It log f(u)

und mithin auch
I log f(u) I log fi(u)
out ot

woraus durch Integration

log f(u) =log fi(u) + Cy + Cju + -+ + C;\_lu/\_l,

' C s O 1
f(u) :fl(u).eC0+C1u+ +CA_1u

") S. die Sdtze des §. 7. der Abhandlung tiber die Facultiten.
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folgt, wo C6, Ci, cee, C;\—l gleich Cy, Cq, ..., C,_1 Constanten sind, und aus
den fiir f(u) und f;(u) aufgestellten Ausdriicken sofort erhellt, daff man, wenn

() 2
— | = =+ 4+ ...
log( o ) cru+cou
ist,
’ ’ ’ A=1 _ A-1 A=1
Co+Cu+---+C\_ju =Cop+Cu+---+C_qu"" " —cqu—---—cy_1u

hat. Der Exponential-Factor in dem vorstehenden Ausdrucke von f(u) lafst sich
aber nach Potenzen von u in eine bestdndig convergirende Reihe entwickeln;
folglich mufs auch das Product aus derselben und der Reihe fiir f;(u), das heift
die mit f(u) bezeichnete Reihe convergiren, sobald der absolute Werth von u
kleiner als U ist. Aber U kann beliebig grofs angenommen werden, wahrend
die Coefficienten von f(u) stéts dieselben bleiben, welchen Werth auch U haben
moge. Mithin muf§ die Reihe fiir f(u) eine bestindig convergirende sein, wenn
auch die bei der Bildung ihrer Coefficienten gebrauchte

S quA+m
(m+1)...(m+A)
es nicht ist.

Zugleich sieht man aus der vorhergehenden Darstellung, dafs die auf-
gestellte Formel den allgemeinsten Ausdruck der Function f(u) liefert. Denn
gesetzt, es sei fy(u) irgend eine andere, welche auch der Differential-Gleichung

9 log fo(u)
du't B

F(u)

geniigt, so muf3, wie gezeigt,

fow) = f(u) X

sein, wo x(u) eine ganze Function (A — 1)ten Grades bedeutet, wonach fy(u) in
dem fiir f(u) gegebenen Ausdrucke mit einbegriffen ist.

Anmerkung. Hitte die Function F(u) nicht fiir alle Werthe von u,
sondern nur fiir alle dem absoluten Betrage nach unterhalb einer gewissen
Grinze liegenden, die angegebenen Eigenschaften; so folgt aus dem vorstehen-
den Beweise, daf$ die auf die angezeigte Weise gebildete Reihe f(u)jedenfalls fiir
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die bezeichneten Werthe von u convergent sein und der Differential-Gleichung
' f(u)
du?

= F(u) geniigen wiirde.

Der bewiesene Satz kann nun, wenn zwischen zwei veranderlichen Gro-
flen x und u eine algebraische Differential-Gleichung besteht, dazu gebraucht
werden, um zu entscheiden, ob sich wirklich x als eine Function von u, die
den Charakter einer ganzen oder gebrochenen rationalen hat, betrachten las-
se, und um, wenn das Letztere der Fall ist, zur Bestimmung des Zihlers und
des Nenners zwei Differential-Gleichungen zu ermitteln. Denn immer wird sich
aus der gegebenen Differential-Gleichung fiir irgend einen Aten Differential-
Coefficienten von log x ein Ausdruck von der Form

8Alogx_ ( . Ix 8/1_19()
P R A W

. . . . ox .
herleiten lassen, wo F eine rationale Function von x, 3, LS W bezeichnen soll,

u
deren Coefficienten Constanten oder eindeutige analytische Functionen von u
sind. Wenn nun x in der Gestalt

h@)

faw)’
wo unter fq(u), fo(u) zwei nach ganzen positiven Potenzen von u in bestandig
convergirende Reihen entwickelbare Functionen zu verstehen sind, darstellbar
sein soll, so muf3, indem dann

9" log x B Mog fi(u)  9Mlog fr(u)
ot ul Jul

ist, F sich auf die Form F{ — F, in der Art bringen lassen, daf§ F{, F, Func-
tionen von der in dem aufgestellten Satze beschriebenen Art sind. Gelingt es

nun, F in dieser Weise umzuformen, wo denn im Allgemeinen Fq, F, Func-

ox oM 1x
tionen von u, Xx, 3u " g sein werden, und der Nachweis, daf$ sie die in
u

Rede stehende Beschaffenhelt haben, mit Hiilfe dessen, was hinsichtlich des

zwischen x und u bestehenden Abhdngigkeits-Verhdltnisses aus der gegebenen
Differential-Gleichung folgt, oder sonst bekannt ist, geliefert werden muf3; so

kann man
9" log f1(u) 9" log f(u)
_— = Pl ’ —_— =
dur Jur
setzen, und dann, indem man fiir x diejenige Entwicklung nach Potenzen von
u sucht, welche fiir hinldnglich kleine Werthe von u gilt, und hierauf die ent-
sprechenden Entwicklungen von Fy, F, ausfiihrt, die Reihen fiir fi(u), fo(u)

2



fi(uw)
f2(u)

x einfithrend, aus den so sich ergebenden Gleichungen die Coefficienten der
gesuchten Reihen, deren Form und bestdndige Convergenz ja bereits vor ihrer
Entwicklung feststeht, nach irgend einer passenden Methode ableiten; worauf

statt

in der beschriebenen Weise bilden — oder man kann auch, in Fq, F;

man bei gehoriger Constanten-Bestimmung x = % haben wird.
2

Wenn man im Stande ist, von der Grofie x vor ihrer Entwicklung nach-
zuweisen, dafs sie eine eindeutige Function von u ist, welche sich fiir alle in der
Nahe eines beliebigen besondern Werthes a liegenden Werthe dieses Arguments
durch eine convergirende Reihe von der Form

Agu—-a¥ + Ay (- + Ay (u—a)**? + .-,

wo u eine ganze (positive oder negative) Zahl bedeutet, ausdriicken 1idft; so
geniigt es, F als die Differenz zweier andern dhnlich gebildeten Ausdriicke Fq,
F, darzustellen, von denen sich zeigen ldfst, dafd der erste nur fiir solche Werthe
von x unendlich grofl werde, bei denen x = 0, der andere nur fiir diejenigen, bei
denen x = co wird — und man kann tiberzeugt sein, daf§ die aus den Gleichungen

" log f1(u) 9" log fo(u)
——=FK ——=h
Ju? Jut
auf die beschriebene Weise fiir f1(u), f2(u) sich ergebenden Reihen bestindig convergent
sein werden.
Denn bei der angenommenen Beschaffenheit von x hat man fiir jeden
Werth von a

(8/\ log x) oM logk  {Glieder mit nur ganzen

=+m— 4
o Ju=a+k kA positiven Potenzen von k}

=Fy(a+k)—Fya+k),

wo m eine ganze positive Zahl ist, wenn fiir u = a, x = 0 oder = oo wird, und
das obere Zeichen im ersten, das untere im andern Falle gilt, wahrend man
m = 0 fiir jeden andern Werth von a hat. Ferner geben Fy, F», wenn man in
denselben u = a + k setzt und nach Potenzen von k entwickelt, Reihen mit nur
ganzen Potenzen von k, wobei jedoch, da F{ und F, fiir keinen Werth von u
beide unendlich groff werden, niemals in beiden zugleich negative Potenzen
von k vorkommen konnen. Daher folgt aus der vorstehenden Gleichung, wenn
Fq(a) = oo ist, (indem man mit (k) eine Reihe von der Form hg + hq k+ hy K24
andeutet)

M logk

k!

Fi(a+k)y=m + (k), Fy(a+k) = (k)



und wenn Fy(a) = oo,

M logk
ok}

wihrend man fiir jeden andern Werth von a

Fia+k)=(k), Fra+k) =)

Fyla+k)=m +(k), Fi(k) = (k),

hat. Es besitzen also F1(u), F>(u) die bei dem entwickelten Satze fiir die Function
F(u) vorausgesetzte Beschaffenheit.

Wenn sich nur nachweisen lief3e, dafd man x fiir alle Werthe von u, die
dem absoluten Betrage nach unterhalb einer gewissen Grédnze liegen, als eine
Function dieser Verdanderlichen von der angegebenen Beschaffenheit anzusehen
habe; so wiirde man, in der beschriebenen Weise verfahrend, zu einer jedenfalls
tiir alle jene Werthe von u geltenden Darstellung von x gelangen.

Sind fiir mehrere Functionen xq, x5, ... von u eben so viele algebraische
Differential-Gleichungen gegeben, so kann man bei deren Entwicklung in ganz
dhnlicher Weise verfahren. Auch ist es moglich, in dem Falle, wo es sich um
Functionen von mehr als einem Argumente handelt, die Untersuchung auf den
hier betrachteten zuriickzufiihren, wie dies an dem Beispiel der Abel’schen
Functionen wird gezeigt werden. Ich halte es jedoch fiir zweckmaéfiig, zuvor
die Fruchtbarkeit des im Vorhergehenden entwickelten Princips fiir die Dar-
stellung der eindeutigen Functionen in seiner Anwendung auf die elliptischen
Transcendenten klar zu machen.

§. 8.

Zur Theorie der elliptischen Functionen.

Die in (§. 1 — 4.) behandelten Differential-Gleichungen reduciren sich fiir p = 1
auf eine einzige, und zwar, wenn man in diesem Falle u, x statt u1, xq schreibt,

und
1

An =
0 asz —aj

nimmt, so daf$ man

(x —ay)(x —ap)(x —ag) (x —ap)(x —az)

(1) R@)= SR P = x e, QU = 2
hat, auf die folgende
2.) du= L

2 VR
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Nach den Schlufiformeln des §. 4. kann man, bei der Annahme, daf8 x = a4
werde fur u = 0, die erstere Grofse in der Form

3.) x = a1 + (ay — a1) al*(u)y

ausdriicken, wo al(u); eine eindeutige Function des unbeschrénkt verdanderli-
chen Arguments u bezeichnet, wobei dann

dal
@) VR@ = (2 - an)alu)y 25!

zu nehmen ist, und man ferner

ay —x = (ay —ay) al’(w), a3 —x=(a3—ay) al(w)3,

5. -
. al2(u)y = 1 — al’(u)y, al2(u); =1 - 2772 412,
az —ap
hat, wo al(u),, al(1)3 Functionen derselben Art wie al(u); sind. Fiir hinldnglich
kleine Werthe von u haben al(u)1, al(u#);, al(#)3 die Form

alw)yy =u+ fLud + foud +-+ fu?™ 4

(6.) al(u)zzl+g1u2+g2u4+...+gmu2m+...

al)z =1 +hyu® +hpu* +- + g u?™ + -+,

wo die Coefficienten der unendlichen Reihen rational aus aq, a, a3 (welche
Grofien beliebige complexe Werthe haben kénnen) zusammengesetzt werden.
Und wenn man fiir den absoluten Betrag von u irgend eine beliebig anzuneh-
mende Grinze, die er nicht tiberschreiten soll, festsetzt, so kann man al(u);,
al(u);, al(u)3 in der Form

u+Fiud+ -+ Fpu?m 4.
al(u); =

1+Eju?+ - +Equ?™+--.

1+G 2+ +Guu?m + -

(7) al(w), = ——1— =

1+Ejus+- -+ Equ™m+---

1+Hyu?+ - +Hpu?™ + -
al(u); =

1+Eju?+ - +Equ?™+...

ausdriicken, wo die unendlichen Reihen

u+F1u3+---, 1+G1u2+-~, 1+H1u2+~-, 1+E1u2+---,



deren Coefficienten gleichfalls rational aus a1, a5, a3 zusammengesetzt werden,
fiir alle Werthe von u innerhalb des auf die angegebene Weise begrinzten
Bereiches convergiren.

Dieses vorausgesetzt werde die Gleichung (2.) auf die Form

dx\?
8.) (%) — 4R()
gebracht, so folgt
d%x
©9.) i 2R’ (x),
(10) (x — aq) d?x — dx dx _ R'(x)  2R(»)
' 2x—ap)2du?  x—ay  (x—ap)?
Aber

R'(x) _ R'(ay)

xX—ay Xx-—aq

__2R(x) _ —2R'(ay)
(x—a)2  x-m

+R"(a7) + 3R” (a1)(x — a7)

—R"(a1) - 3R (a1)(x — a),

und daher, indem R’ (a;) =

ist,
az —ap
1d*log(x—a1)  x-a; R'(ay)

11.
(L) 2 du? az—a; X —ag

Nimmt man ay, ag statt a1, so erhdlt man ebenso

1d%log(x—ay) x-m R x-m R@) a-n

12. = ,
(12) 2 du? a3—ay X-—dap az—daq X—dp az—daj
(13) 1 d*log(x — a3) _x-a3 R'(az) x-a; R'(a3) 1

' 2 du? a3-ay x-a3 az3—a; XxX-—az

Fiihrt man nun in diese Gleichungen al(u){, al(u);, al(1)3 ein, und setzt

a) —a a3 —a
(14.) 27 2 B2 _q g2
az —aq az —aq



so finden sich, indem

_ (@ _;1)_(“;1_ %) _ —(ap — 1)1 = k),

R'(a3) = (a3 — ap) = (a3 — ag)(1 = k%)

R'(a1) =ay -, R'(ap)

ist, die folgenden

d?logal(w); , 1 1 )
15) —2 — i Zal’(w), - = (-K2alfu)),
(15.) > 1 o, (—K* al*(u);)
d? log al(u) 1-k2 al’(u
(16) B2 2wy - - K= —# — (K2 al(w)y),
du al“(u); al“(u)
d21 1 _ 12 2 .12
azy logalWs oo, 12K —kazl& ~ (-2 al(u),).
u? al*(u)3 al(u)3

Indem nun

- 21 = oo wird nur fiir solche Werthe von u, die alz(u)l =0 machen,
al“(u)q
und
K2alu)yy=c0 - - - - - - u, die al’(u); =0 —

so kann man, nach dem im vorhergehenden §. bewiesenen Lehrsatze, zwei
Functionen Wl(u), Al(u)1, die sich nach ganzen positiven Potenzen von u in bestindig
convergirende Reihen entwickeln lassen, bestimmen, welche die Gleichungen

d?log Wi(w)

2 .12
(18.) —5 = —k?% al®(u);
d2 log Al
(19) og (u); _ 21
du? al’(u),

befriedigen. Ebenso giebt es, weil

—k? alz(u)l = kz(alz(u)Z — 1) = oo wird nur fiir solche Werthe von u,
fir die alz(u)z = 00 ist,
1-k

: — k% = 00 wird nur fiir solche Werthe von u,
al“(u);

fiir die alz(u)z = 0 ist,



und

—k? alz(u)l = alz(u)g —1 =00 wird nur fiir solche Werthe von u,
fir die alz(u)g = oo ist,

1-Kk?

al’(w);

—1 =00 wird nur fiir solche Werthe von u,

fir die alz(u)g, = 0 ist,

noch zwei Functionen Al(u);, Al(u)3 von derselben Art wie Al(u), Al(u)1, welche
den Gleichungen

PlogAlm)y _ 1-K 5 alwy

20.) K2 =
( du? al’(u), al(u),
d21 Al _ 12 2 .12

1) og 2(u>3 _ 12 Rk azl ()2

du al’(u); al’(u)3

geniigen. Um dieselben darzustellen hat man die Functionen auf der rechten
Seite dieser 4 Differential-Gleichungen nach Potenzen von u in Reihen zu ent-
wickeln, die bei hinldnglich kleinen Werthen von u convergiren, wodurch man,
nach den Formeln (6.),

1 1
_k2 alz(u)l — SPmu2m+2, -— =-= + SP{nuzm,
al*(u)y u
(22.)
_1—k2 2 =g prym 1—k2_1_SPn/u2m
- m ’ - m
al®(u); m=0. 0 alf(w)s

erhilt; und kann dann fiir Al(u), Al(u)1, Al(u), Al(u)3 die aus der Entwicklung
der Ausdriicke

Py, u2m+4 P]’" u2m+2
eS {(Zm +3)(2m +4) }’ ueS { @2m+1)2m+2) }
(23)

S { P u2m+2 } P u2m+2
n m
2m+1)(2m+2) 5 { m+1)(2m+2) }
e , e



— 69 —

hervorgehenden Reihen nehmen. Dann ist

d’logal(u); d?logAl(w); d?log Al(w)
du? B du? - du?

(24) d? log al(u), _ d? log Al(u), ~ d? log Al(u)
du? du? du?

d? logal(u); d? log Al(u)3 d? log Al(u)

du? B du? - du? ’

aus welchen Gleichungen man, mit Berticksichtigung des Umstandes, dafs in
den Entwicklungen von

Al(u), Al(), Al(u),
Alw)’  Alw)’ — Alw)
0

nach Potenzen von u die Coefficienten von u#? und u! dieselben sein miissen

wie in den Reihen (6) fiir al(u);, al(u),, al(u)3,
Al(u)y Al(m), Al(w)s

(1) = (1)~ =
A 2= Hey A= 0
erhdlt. Man sieht also, daf$ man fiir al(u)1, al(u), al(u)3, sobald nur feststeht, daf
sie eindeutige analytische Functionen von u, in dem oben angegebenen Sinne, sind,
unmittelbar aus den Differential-Gleichungen, durch welche sie definirt werden, zu
Darstellungen gelangen kann, die fiir alle Werthe von u ihre Giiltigkeit behalten.

Fithrt man die gefundenen Ausdriicke von al(u)q, al(u),, al(u)3 in die
Gleichungen (18 — 21) ein, so verwandeln sich dieselben in die folgenden:

P Alw)  dAl@w) dAlw)

(25.) al(u); =

2 A12 —

Alw) —— T o, TKAN@ =0

d>Alw),  dAlm), dAlw);
Al = = —— . —— = + Al"(u) = 0

(26.) )

d- Al(u), dAlu), dAl(u), 200
Allu)y—— g, TAIm3 =0

P Alw); dAlw)z dAlw)z 5,0
All)y == = — == = = + K AR, =0,

wobei zu bemerken ist, daf$ in Folge der Relationen (5.)

(27.) AL (), = APP(u) — APP(n);, AlP(u)3 = AlP(u) — k> Al?(u);
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ist. Berticksichtigt man nun, dafd die Reihen fiir Al(x) u. s. w. nach den For-
meln (23.) die Gestalt

Alw) =1+Au* +- + Agpa®™ + - -
Al(u); = u+Bqu® + -+ Bya®™ 4 ..

(28.)
Al(u)y =1+ Cyu® + -+ Cptl®™ + - --

Al@); =1 +Dqu? + -+ Dyt®™ + - --

haben, so ist ersichtlich, daf8 die Gleichungen (26.) zur Bestimmung der Coeffi-
cienten dieser Reihen hinreichen, und da8 dieselben ganze Functionen von k?
mit rationalen Zahl-Coefficienten sind.

Aus den Gleichungen (1 - 5) folgt noch, wenn man

Ay =\ =¢

setzt,
(29.) al(w)y = V1- &2, al(w)s = V1 - k22
und
dal
TN
dal
T2 <l al(
(30.)
dal
% = —k? al(u); al(u),
du = dé i
V1-8241-§2¢2

Es sind also
al(u); al(u)y al(u)3

die von Jacobi mit

sinamu cosamu Aamu,



und von Gudermann mit
snu cnu dnu

bezeichneten elliptischen Functionen. Nach der vorstehenden Darstellung ist
man im Stande, nicht nur gleich im Eingange der Theorie von denselben eine
allgemeine, gleichmiflig auf alle reellen und imagindren Werthe des Argu-
ments wie des Moduls sich erstreckende Definition zu geben, sondern sie auch
sofort wirklich zu entwickeln, und zwar in einer stits giiltig bleibenden und
den wahren analytischen Charakter dieser Grofien klar hervortreten lassenden
Form. Dadurch ist aber fiir die weitere Theorie derselben eine sichere Grund-
lage gewonnen, und namentlich die Schwierigkeit beseitigt, welche bei dem
gewOhnlichen Verfahren, wenn man sin am u# vermittelst der Gleichung

fsinamu s
u=
0 VI-£21- k22

definirt, aus der Vieldeutigkeit eines Integrals von dieser Form entspringt. Nach-
dem nd@mlich sin am u als eine eindeutige Function von u erkannt ist, hilt es nicht
schwer, den richtigen Sinn, in welchem die vorstehende Gleichung aufzufas-
sen ist, festzustellen. Hierauf gehe ich aber hier nicht ndher ein, indem dieser
Gegenstand weiter unten fiir die Abel’schen Functionen tiberhaupt zur Spra-
che kommen mufs. Dagegen moge schon jetzt erwdhnt werden, dafy von den
Functionen Al(u) u. s. w. aus ein directer Weg zu den Jacobi’schen ® Functionen
fiihrt, sowie tiberhaupt zu allen Darstellungen der elliptischen Transcendenten,
die auf deren periodischem Verhalten beruhen.

Bei den Entwicklungen dieses §. habe ich, mit Riicksicht darauf, dafs
sie vorbereitend fiir die folgenden sein sollen, die fiir die Abel’schen Func-
tionen tiberhaupt gewonnenen und aus dem Abel’schen Theoreme hervorge-
henden Ergebnisse der bisherigen Untersuchungen vorausgesetzt. Es beruht
aber die Anwendbarkeit des im vorhergehenden §. begriindeten Entwicklungs-
Verfahrens auf die Differential-Gleichung

dx
VR(x)

wesentlich nur darauf, daf§ vorher Zweierlei festgestellt sein mufS. Zundchst ist
zu zeigen, dafs sich fiir hinldnglich kleine Werthe von u

X —aq a)—X a3 —Xx
az—lll’ Elz—all as —ag

1
du—z
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in Reihen von der unter (6.) aufgestellten Gestalt entwickeln lassen, und dann
mufs die Moglichkeit nachgewiesen werden, Ausdriicke von der Form

7

in denen p, g, r, s dhnlich gestaltete, fiir alle Werthe von u, die ihrem absolu-
ten Betrage nach eine willkiihrlich angenommene Granze nicht tibersteigen,
convergirende Reihen sein sollen, in der Art zu bestimmen, daf} sie nach Po-
tenzen von u entwickelt in jene drei Reihen {ibergehen. Denn dies reicht hin,
um die Existenz eindeutiger analytischer Functionen al(u), al(u);, al(#)3, durch
welche x und /R(x) in der durch die Formeln (3, 4, 5) angegebenen Weise aus-
gedriickt werden konnen, zu erweisen. Beides lift sich nun in der That durch blofSe
Betrachtung der aufgestellten Differential-Gleichung in aller Strenge bewerkstelligen;
und man kann daher, unmittelbar von dieser Gleichung aus, ohne irgend eine ande-
re Eigenschaft der elliptischen Functionen als bekannt vorauszusetzen, und blof$ mit
Hiilfe allgemeiner Entwicklungs-Principien, zu der hier gegebenen Darstellung dieser
Transcendenten gelangen. Ich kann jedoch dieses, wie es mir scheint, wichtige
Ergebnif$ hier nicht ndher begriinden, gedenke aber spater darauf zurtickzu-
kommen, wenn es mir, was bisher noch nicht vollstandig der Fall war, gelingen
sollte, fiir die Abel’schen Functionen aller Ordnungen ein dhnliches Resultat zu
erhalten. Es moge aber, da man bei den elliptischen Functionen so mancherlei
Methoden versucht hat, erlaubt sein, bei dieser Gelegenheit noch ein anderes
Verfahren anzudeuten, welches ich in einer bereits im Jahre 1840 verfafsten
Priifungsarbeit zur Entwicklung derselben angewandt habe, und das mir so
einfach und elementar zu sein scheint, als man nur wiinschen kann.

§.9.

Fortsetzung.

Ausgehend von den Differential-Gleichungen

dE

dT]_ dC_ 2
S=nl =i =K,

(1.) T

nc,

welche, wenn man noch hinzufiigt, daf$ fiiru =0, £ =0, =1, C = 1 sein sollen,
zu den folgenden

Q) du= 4 . NT-@=q VIRE=
V1-&241-k2e2
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fiihren, kann man &, 1), C zunédchst in der Form gewohnlicher Potenzreihen
B) E=u+fuud+- , n=1+gu’+--, {=1+hu*>+--- (S.GL6d.v.§.)

entwickeln, deren Coefficienten ganze Functionen von k? sind. Es ist leicht
nachzuweisen, daf§ dieselben fiir alle Werthe von u, deren absoluter Betrag
unter einer gewissen Grofie U, deren genauere Kenntnifd nicht erforderlich
ist, bleibt, unbedingt convergiren. Beschrankt man nun u zunéchst auf diese
Werthe, so stellen die Reihen eindeutige Functionen von u dar, die jetzt nach
Gudermann mit

snu cnu dnu

bezeichnet werden mogen.
Nun hat man die Formeln herzuleiten, vermittelst welcher, wenn

u=v+w

ist,
snu, cnu, dnu durch snv, cno, dnv, snw, cnw, dnw

ausgedriickt werden konnen, namlich

snv cnw dnw +cno dno snw

snu =
1-k2sn?2v sn2w

cno cnw —sno dno snw dnw

4. cnu =
(%) 1-k2sn2v sn2w

_dnovdnw —k?snv cnv snw cnw

dnu = ,
1-k2sn2v sn?w

wobei vorldufig u, v, w alle drei dem absoluten Betrage nach kleiner als U
vorauszusetzen sind. Aus denselben tibersieht man sofort, auch ohne die Rech-
nung auszufiihren, dafs man, wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet, snu,

cnu, dnu rational durch sn( E), cn(i), dn(z) ausdriicken kann, in der Form
m m m
P R
(5.) snu =< cnu:% dnu:§,

wo P, Q, R, S ganze Functionen von sn(%), cn(%) und dn(%) bedeuten. Man
kann ferner leicht nachweisen, dafs S und auch Pz, Q2, R? ganze Functionen
von snz(%) sind, und dafs sie, als solche betrachtet, keinen gemeinschaftlichen



Factor haben. (S. Abel, Précis etc. §. 4, und Gudermann, Theor. d, Modular-F.
§. 149.) Aus den Gleichungen

dsnu dcenu ddnu )
=cnu dnu, = —snu dnu, =—k“snu cnu
6.) du du du
sn2u+cn2u:1, Ksn?u+dnfu=1

d?logsnu
——————u.s.w.ab (s. GL. 15,16,17 d. v.
du?

§.), und fiihrt in dieselben P, Q, R, S ein, wodurch man

leitet man sodann die Ausdriicke fiir

PlogP 2 d%1 2 d’logR K2Q*> d*logS k2P2
(7.) i+S—: ogQ+R_: °8 + Q -2 +kp
du? P2 du? Q? du? R? du? S2

erhilt. Setzt man

d>logP  P; d*logQ Q; d’logR R; d’logS S

du2  p?’ du? _Qzl 2 ~ R2’ du2 82’

so ist zundchst S eine ganze Function von snz(%), indem S, (

du?
d? snz(z)
) "°  solche sind, und dann zeigen die vorstehenden Gleichungen (7.),
u
d?logP d?1 d?log R
daf3 o8 08 Q o8 rationale, und daher Py, Qq, Ry ganze Functio-

du2 ' du? T du?
nen von snz(%) sind. Die Gleichungen

P +S8% Qi +R?> Ry +kQ*> Sy +Kk*P?
P2 - Q2 - R2 - SZ

lehren dann, indem P2, Qz, R2, S2 keinen gemeinschaftlichen Factor haben,

dafs in diesen Ausdriicken die Zihler durch die Nenner theilbar sind, und der

Quotient eine ganze Function von snz(%) ist. Die Kenntnifs des letztern ist

nicht unumgénglich erforderlich; man findet aber, wenn man den Grad von
P? und von S? bestimmt und dann von den Entwicklungen der Ausdriicke
1d%logP? 8% 1d%logS®  K*P?

e L S—, S 987 K nach steigenden und fallenden Potenzen
2 du? P22 du? S2
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von snz(%) bloff die Anfangsglieder mit einander vergleicht, dafs derselbe
k? snz(g) ist. Man hat daher

m

d?log P 1

du? snu

du? an?u
(8.)
d*log R N k2cn’u

du? cn? u

d?1 2
0gQ+ dn“ u —kzsnz(

d?log S
08 +k2snZu— K2 snz(z =0.
du? m

Bildet man nun, ganz so wie im vorhergehenden §., die 4 Functionen Al(u),
Al(u)1, Al(u),, Al(u)s3, so dafs man

d? log Al d? log Al
M+kzsn2u20, 08 (u)1+ 1 =0,
du? du? sn?u
©.) 2 2
d? log Al(u), . dn?u d?log Al(u)3 .\ K>en’u 0
du? cn2uy du? dn2u

hat, so geben die Gleichungen (8.)

d2 log P d2 log Al(u)4 2 a2 log AI(%)
e -m—
du? du? du?

2logQ  PlogAlw), 4 logAl(X)
= -mt———

du? du? du?

(10.)
d’log R _ d?log Al(u)3 2 d*log Al(%)
du? du? du?

d’log S _ d? log Al(u) 2 d*log Al(%)
du? du? du? '

Hieraus aber folgt, mit Riicksicht auf die ersten Glieder in den Reihen-Entwick-



lungen der vorkommenden Grofien,

Al(uy) = Almm(%) P Allw) = Almm(%) .Q
(11)

Al(ug) = Almm(%) R Al()= Almm(%) .S

und somit (gemaf3 5)

Al(u)y _ Al(u) _ Al(u)s
(12.) snu = AlG) cnu = —Al(u) dnu = AlG)
Al(u)1\ _ Al(u); Al(u)z
d( Al(u) )  Al(w) Al(n) du
Al(m)y\ _  Al(u); Al(u)s
(13, d( Al(u) ) Al(u) Al(u) du

Al(u)z\ k2 Al(u); Al(u)y
(Al(u))__ Al(u) Al(n)

Alle diese Gleichungen sind zundchst nur unter der Voraussetzung er-
wiesen, dafl u dem absoluten Betrage nach kleiner als U sei, weil ja nur fiir
solche Werthe des Arguments die Functionen snu, cnu, dnu bis jetzt definirt
sind. Aber P, Q, R, S sind ganze Functionen von sn(%), cn(%), dn(%), und
konnen daher nach Potenzen von u# in Reihen entwickelt werden, welche con-
vergiren, sobald der absolute Werth von u kleiner als mU ist. Fiir die Werthe,
die dem absoluten Betrage nach kleiner als U sind, convergirt ferner auch die
Reihe, welche aus der fiir (—k? sn? u) durch zweimalige Integration hervorgeht,
und die in dem Ausdrucke von Al(u), der im vorhergehenden §. unter Nr. (23.)
gegeben ist, den Exponenten von e bildet. Da nun die Exponential-Reihe eine
bestindig convergirende ist, so muf3 die fiir Al(u) hervorgehende Reihe jeden-

falls fiir die genannten Werthe von u convergiren. Die fiir AI(E) und somit

auch die fiir Almm( ) muf3 es also, sobald der absolute Betrag von u kleiner
als mU ist, und die Glelchungen (11.) lehren sodann, dafs die Reihen fiir Al(u),
Al(u),, Al(u)3, Al(u) ebenfalls fiir diese Werthe von # noch convergent sind. Dar-
aus folgt unmittelbar, dafs diese letzteren Reihen bestindig convergiren miissen,
indem einerseits mU beliebig grofs gemacht werden kann, und anderseits die
Coefficienten der genannten Reihen in keinerlei Weise von m abhdngen. Nach



der in §. 4. in Betreff der dort mit F(uq,...), G(uy,...), F'(uq,...), G'(uq,...)
bezeichneten Functionen gemachten Bemerkung gelten daher die Gleichun-
gen (13.) jetzt fiir alle Werthe von u; und wenn man nunmehr snu, cnu, dnu
allgemein durch die Gleichungen (12.) definirt, so geniigen dieselben nicht nur
den Differential-Gleichungen

d[sir:lu =cnu dnu, denu =—snu dnu, ddnu = Kk%snu cnu,

du du

sondern es haben fiir dieselben, die fiir hinldnglich kleine Werthe von u (in Folge

der Gleichungen (11, 5)) mit den urspriinglich so bezeichneten und durch die
Reihen (3.) dargestellten tibereinstimmen, auch alle tibrigen im Vorhergehenden
entwickelten Gleichungen (namentlich Nr. 4, 6, 9) unbedingte Giiltigkeit.
Verfiahrt man auf die im Vorstehenden angegebene Weise, so braucht
man, um zur Entwicklung der elliptischen Functionen zu gelangen, nur einige
wenige, auf die Convergenz der gewohnlichen Potenz-Reihen sich beziehen-
den und sehr einfach zu erweisenden Satze vorauszusetzen. (S. die mehrfach
angefiihrte Abhandlung {iber die Facultéten, §. 7.) Dagegen sind die Formeln,

welche snu, cnu, dnu durch sn(%), cn(%), dn(%), auszudriicken lehren, et-

was genauer zu untersuchen, als sich dies bei den analogen, fiir die Abel’schen
Functionen geltenden fiiglich ausfiihren lafst. Aus diesem Grunde suchte ich
die Ableitung der Functionen Al(u) u. s. w. aus den urspriinglichen-Differential-
Gleichungen von aller speciell auf den betrachteten Einzelfall sich beziehenden
Rechnung moglichst frei zu machen, und kam so auf die im vorhergehenden
§. befolgte Methode, deren allgemeinere Anwendbarkeit sich deutlich genug
herausstellt.

§. 10.
Fortsetzung.

Die Bestimmung der Coefficienten in den Reihen-Entwicklungen von Al(u)
u. s. w. mit Hiilfe der Gleichungen (§. 7, 26 oder 22, 23) ist zwar ausfiihrbar,
aber beschwerlich. Obgleich man nun wohl niemals zur numerischen Berechnung
einer elliptischen Function sich dieser Reihen bedienen wird, so ist es doch
nicht ohne Interesse, daf$ es zur wirklichen Darstellung derselben noch einen
andern, die Rechnung ungemein erleichternden Weg giebt. Jacobi hat ndmlich
zur Bestimmung der im vorhergehenden §. mit P, Q, R, S bezeichneten Grofien

eine lineare Differential-Gleichung gegeben, in der dieselben aufser nach sn(%)
oder u, auch noch in Beziehung auf den Modul k differentiirt erscheinen. Da
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nun die angefiihrten Ausdriicke fiir m = oo, nach den Formeln (11.) des v. §,,
in Al(u)1, Al(u),, Al(u)3, Al(u) tibergehen, so muf3 es auch dhnliche partielle
Differential-Gleichungen fiir diese Functionen geben. Man kann dieselben in
einfacher Weise aus den obigen Gleichungen (18 — 21.) herleiten, und sie dann
selbst wieder benutzen, um die erwdhnten Gleichungen Jacobi’s aus den unter
Nr. 8. des v. §. aufgestellten herzuleiten (so wie auch die analogen, welche zur
Bestimmung der Zahler und des Nenners in den Transformations-Formeln die-
nen und ebenfalls von Jacobi ohne Beweis mitgetheilt sind). Auch dieses habe
ichin der erwédhnten Arbeit ausgefiihrt; ich begniige mich aber hier, nur die Ab-
leitung der fiir Al(u) u. s. w. geltenden partiellen Differential-Gleichungen selbst
zu geben, und zwar aus dem Grunde, weil das Verfahren, gegebene Differential-
Gleichungen nach einer darin vorkommenden Constanten zu differentiiren, und durch
Combinationen der so erhaltenen mit den urspriinglichen andere Gleichungen zu ermit-
teln, welche fiir die Reihen-Entwicklung der zu bestimmenden GrofSen eine geeignetere
Form haben, einer weitern Anwendbarkeit fahig sein dtirfte.

Es werde
Al
Al =p, Al =g, Altws =1, Al =5, 5508 =
gesetzt, so hat man (§. 8, 30)
OEN _ 2 122y 4 22 0en 0PE 2 2.3
(1) (52)=1-Da-ReH) =1-(1+R)¢ R S = e 2

Differentiirt man jetzt diese Gleichung, indem man &, sowie p, g, r, s als Func-
tionen von u# und k betrachtet, in Beziehung auf k, so erhélt man

98 P& 2 239 0 2
505 = (-1 +R)E+2K°8%) =2 k(1 - £2),
06 P& 98 PE o o
Jugudk ok g - ke =&,

(%.%)
ok ou) k& __% 1 ‘Q
du  1-kK&2 k\1-k222 '

Nach (§. 8, 17) hat man aber, indem alz(u)3 =1-k2&2 ist,

1log(1-Kk*&%)
2 ou? B

12 821 12
k2£2+ 1-k 1= OgS+ 1-k _
1—Kk2&2 Ju? 1—Kk2&2

4



oder

dlogs | dlog(l —k>&?)
1-k 8( ou_ 2 du i u)

Multiplicirt man daher die zweitvorhergehende Gleichung noch mit k(1 — k?),
und integrirt in Beziehung auf u, so kommt

0 9¢ _ dlogs 1 dlog(1 — k2&?)

)
ok ou ou 2 ou Ku,

k(1 — k)=

J
oder wenn man mit —E multiplicirt, indem

u

19log(1-K*&2) o8 K& (95 , 2
-1 2oyl '8u_—1—k2£2((9_) = (1 - &)

ist,

dé
dk

810g5)85

@) k(1 - 2% —k25(1—£2)—(k2u+ e

Diese Gleichung multiplicire man mit 4k2&, so folgt, weil (8. 8, 18)

3.) % 1 K22 =0,
und daher
g% o T8 0 g0t O logs
ok~ ou2 ok u ous
ist,
k(1 - K?) Plogs o, Plogs  dlogs Plogs | oo paa_

Ju? ok oud du ous



oder da
dlogs
2(1.2
2 83logs_ 8(ku ou ) k28210gs
oud ou? ou?
P dlogs\?
810gs (93logs ( ou ) 2(8210g5)2
ou T oud Ju? ou?
P (810g5)2
) au 4 4
=~ W
ou? ¢
ist,
0l Zal Zal 2
92 Jok(1 —k2) 228 Ogs + 2Ky Ogs+( 083
Ju 2 2\ 2 4.4
+4k“(1 + k7)E —6k*E* =0
ou?
Aber
9*logs 2. P& oI5V 2 42 2 2 Ak
o = e -k (%) = k2 4 41201+ K2) E2 — 6kEed,

und man kann daher die vorstehende Gleichung zweimal in Beziehung auf u
integriren, wodurch man

9?1 dl dl dlogs\2
087 oK1 - k) 2280 | o2 Ogs+( Ogs) + K2 =0

ou? ok Y ou ou

erhélt. Durch Betrachtung der ersten Glieder in der Reihen-Entwicklung von
s tiberzeugt man sich, daf3 bei keiner dieser Integrationen eine Constante hin-
zuzufiigen ist. Multiplicirt man nun die vorstehende Gleichung noch mit s, so
ergiebt sich die folgende lineare partielle Differential-Gleichung fiir s

2
8 2k2u 85

4. Ew) 5

+2Kk(1 - k%% + k?us = 0.

Setzt man nunin (2.) £ = g, so ergiebt sich

(9;9 ds dp  Is

Pz S5 =P 3
_ ok Por ( lﬁ)u_zE 2P _
k(1 - k%) > +k2u+s.au > ks+ks3_0,



oder wenn man mit 2ps3 multiplicirt,

ap ap ds ds
2(n12, 7F 12 _ 2. 90 2
ps (2k u&u +2k(1 -k )07 ) sp (2k ua +2k(1 -k )8k)
p ds (35) 12,22 L 52 4 _
+2;9s—a ‘3, 2 3 2k“p=s” + 2k“p* = 0.

Aus der Gleichung (1.) aber folgt

Ip\2 s dp s
2 2 _ A 20,22 , 124
S (814) +p (8u) —2ps 3" 9u =gt (1 +k%)ps” + kp*,

und man erhélt daher, wenn man vermittelst dieser Gleichung aus der vorher-

dp

gehenden das Glied (Zp 3 ) eliminirt,

S
" o
dp

dp dp\?
VAN _ 12 217y _ A4
L raa-B 2 k)p)+s(au) s

p52 (Zkzu

Js s \?
_ 2 .2 2.4
= p(k ue +2k(1 — k%)= ) (Qu) kep*.

Ip\2 92 2 24
Aber (8. 8, 26) (%) = a—uz + 52, (g—z) = sjuz + k2p2 daher verwandelt sich
die vorstehende Gleichung in die folgende:

Pp o 2
S(ﬁ + 2k uﬁ +2k(1 —k )p)

92 2 85 2 85
p(auz + 20U+ 2K(1 — k )ﬁ)'

woraus wegen der 4ten

Pp o P 2,9 2 12,2
®) a—uz+2ku8—+2k( k)ﬁ+(1—k +ku”)p =0
folgt. Ferner hat man (§. 8, 27) s> = p? + g2, woraus sich
ds _ dp  Jq ds dp dq
ou = Pou T 9w "ok ~Pok Mok
2 92 Ip\2 92 da\2
B 22 22
ou? \du ou?  \du Ju?  \du
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findet, und da, wenn man in der dritten dieser Gleichungen

(%)2 T e
setzt, sich
giz P§2§+(1 O +953 +

ergiebt,

2
s(a +2K2u 2 4okl - k2) +k2u25)

ou? du
Pp 2 Ip 2,9p 2.2
—p(ﬁ+2ku$+2k(1 k)ﬁ+(1—k2+ku)p)
Pq o 9 2,94 2 2

+q(a—2 +202%usl ok =TT+ (1 + K )q),

woraus mit Riicksicht auf (4, 5)

I 2,9 2,94 2 2
(6.) WJFZIC P +2k(1—k)%+(1+ku)q_0
folgt.
Endlich ist
2= 120?412
d d

sﬁz 2p—p+rﬁ 85 kpp+ra—+kp

u du ou’ 07k ok ok

9%s ((95) e *p k2(8p) +a_2r (ar)2

Sﬁ p&uz u r&uz " ou

+8u



oder weil
o P N . e
s (g; 22y js +2k(1 — k2) L+ kzuzs)
— 2p (% ; 2k2u§—p +2k(1 - kz)gz FA-K2+ kzuz)p)
+r(§i2 2k2u§—; 4 2k(1 — kz)% + (2 + kzuz)r),
woraus
(7)) % 4+ 2K%u gr +2k(1 — kz)g + (2 + KRy =

folgt. Mit Hiilfe dieser Gleichungen (4 — 7), die hier nun noch einmal zusam-
mengestellt werden mogen:
9% Al(u)

d Al(u) (u)

> 29 2,2 =
— + 2 u—r =+ 2k(1 - k)= +kut Alw)
2
d ?l(z—u)l 421208 Aalilu—)l +2k(1 - kz) (”)1 + (1 -k + k*u?) Al(w); = 0
u
(8.
2
2 Al(u); N 2k2u‘9A1(”)2 +2k(1 — k2)8A ()2 + (1 +K2u?) Al(u), = 0
ou2 u
2
: ?1(2_1,)3 + 2k A;liu—)B + 2k(1 - 1y 2200 (u)3 + (€ + 2u®) Al(w)s = 0
u

lassen sich nunmehr die Reihen fiir Al(u), Al(u)1, Al(u);, Al(u)3 ohne Miihe
entwickeln, wobei man noch mit Vortheil die leicht zu erweisenden Relationen

Al(ku,%)l k Al(w, k) Al(ku,%)Z:Al(u,k)g

©.)

Al(ku,%)3 Al(u, k), Al(ku,%) = Al(u, k)

benutzen kann. Die Resultate der leicht auszufitihrenden Rechnung sind fol-
gende.
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Es seien m, n ganze Zahlen, die unabhdngig von einander alle Werthe
von 0 bis +o0 zu durchlaufen haben, so ist

Alu)=1-S (_1)m+na (22 y2m+2n+4
mn . Gm ot )
Al = S{(=1)" by uk®™ . y2n2n+l
, (2m +2n + 1)!
(10.)
2m+2n+2
=1- IR uGal 2m u
M=o {( D emale @m+2n+ 2)!}
Al(u)z =1-S{(=1)"*"cp, nk2n+2 _ 222 |
' (2m + 2n + 2)!

In diesen Formeln ist mit n! das Product (1.2 -- 1) bezeichnet, und

Ammn bm,n Cm,n

sind ganze Zahlen, welche vermittelst der folgenden Recursions-Formeln zu
berechnen sind:

amn = (Am+4)ay o1 + Q4+ 4ay 1 — @M+ 2+ 1)2m + 2n+ 2)ay 1 11
binn = (4m + 1)bm,n_1 + (2n+ 1)bm—1,n —(2m+2n—-2)2m+2n — 1)bm_1,n_1
Cmn = (4m + 1)cm/n_1 + (4n + 4)Cm—1,n —(2m+2n-1)2m+ 2n)cm_1,n_1.

Beim Gebrauche dieser Formeln hat man
H0,0 = 2, b0,0 = 1, CO,O = 1, Cl,O = 2, CO,l =1
zu setzen, so wie jedem Coefficienten, bei dem einer der Indices negativ wird,

den Werth Null beizulegen. Ferner muf3 in der ersten m + n > 0, eben so in der
zweiten, und in der dritten m + n > 1 sein. Auch ist

Ammn = An,m bm,n = bn,m-

Da es niitzlich sein kann, die Reihen fiir Al(#) u. s. w. in einer Anzahl von
Gliedern wirklich dargestellt zu haben, so mogen hier noch fiir die 10 ersten
Coefficienten derselben die vollstindig berechneten Ausdriicke Platz finden.
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4 u6 2m

All) =1 - Ay — o A T )" Ay ——
Ay, =2k
Az =8(K + k%)
Ay =32(k* + k%) + 68 k*
As = 128(k% + kB + 480(k* + k°)
Ag =512(K* + k') + 3008(k* + k®) + 5400 k°
Ay = 2048(k* + k'%) + 17408(k* + k'°) + 49568(k° + k®)
Ag = 8192(k* + k') + 95232(k* + k') + 395520(k® + k'°) + 603376 k®
Ay = 32768(k? + k'®) + 499712(k* + k'*) + 2853888(k® + k'2) + 5668096(k® + k'0)
Aig = 131072(K* + k'8) + 2539520(k* + k'©) + 19097600(k® + k')

+38153728(k% + k'2) + 42090784 k'°

3 u5 u2m+1
Al(u)1 =u- Bl— + B2_ — e (—1)mBm

= = P
B =1+K
B, =1+k*+4FK
Bs =1+Kk° +9(k* + k%
By =1+ +16(k*+ k% —6k*
Bs =1+k'""+25(k% + k%) — 494(k* + k°)
Bs =1+Kk"2+36(k*+k'%) —5781(k* + k%) — 12184 k°
By =1+k"+49(k? + k'?) — 55173(k* + k'°) — 179605(k® + k%)
Bs =1+Kk" +64(k* + k'*) — 502892(k* + k'?) — 2279488(k® + k'°) — 3547930 k®
By =1+Kk'® +81(k* + k'©) — 4537500(k* + k'*) — 27198588(k® + k'2)
— 59331498(k8 + k'0)

Big =1+ k% +100(k* + k'8) — 40856715(k* + k'©) — 313180080(k® + k%)

—909015270(k® + k'2) — 1278530856 k'°



2 u4 u2m

— u m
Al(u)2 —1—C15+CQI—"'+(—1) Cmm"'

C =1
C, =1+2k
C; =1+6k +8k*
Cy =1+12K% +60k* +32k°
Cs =1+20k*+348k* + 448k° + 128K°
Cs =1+30k%+2372k* + 4600 k° + 2880 k% + 512 k'°
C; =1+42k* + 19308 k* + 51816 k°® + 45024 k® + 16896 k'0 + 2048 k'2
Cs =1+56k%+169320k* + 628064 k® + 757264 k® + 370944 k' + 93184 k'? + 8192 k!4
Co =1+72k*+ 1515368 k* + 7594592 k® + 12998928 k® + 9100288 k'°
+ 2725888 k12 + 491520 k'* + 32768 k10

Cio=1+90k* + 13623480 k* + 89348080 k® + 211064400 k® + 219361824 k'°

+ 100242944 k'2 + 18450432 k' + 2506752 k6 + 131072 k'8

2 u4 u2m

Al(u); = 1 —Dl% +Dy = (—1)‘“Dmm .
D, =k
D, =2k*+ Kk
D3 =8k*+6k* +k°
Dy =32k +60k* +12Kk° + Kk®
Ds =128k* + 448k* + 348 k° + 20 k8 + k'°
Ds =512k% +2880k* + 4600 k® + 2372 k8 + 30 k0 + k2
D; =2048k> + 16896 k* + 45024 k° + 51816 k% + 19308 k0 + 42 k'2 + k4
Dg = 8192k + 93184 k* + 370944 k® + 757264 k® + 628064 k** + 169320 k'? + 56 k** + k!¢
Dy = 32768k + 491520 k* + 2725888 k® + 9100288 k® + 12998928 k'°
+ 7594592 k12 + 1515368 k4 + 72 k16 + k18

D1 = 131072 k% + 2506752 k* + 18450432 k® + 100242944 k® + 219361824 k'°

+ 211064400 k2 + 89348080 k'* + 13623480 k16 + 90 k18 + k20

u. S. w.
Ordnet man diese Ausdriicke von Al(#) u. s. w. nach Potenzen von k,
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so erscheinen die Coefficienten als unendliche Reihen, die sich aber summiren
lassen.

§. 11.
Uebergang zu den Jacobi’schen Reihen.

Nunmehr moge gezeigt werden, wie man von den Functionen Al(u), Al(u)q,
Al(u)y, Al(u)3 aus zu den unendlichen Reihen gelangen kann, durch welche
Jacobi die elliptischen Functionen auszudriicken gelehrt hat. Dabei nehme ich
jedoch an, dafs der absolute Betrag des Moduls k kleiner als Eins sei, was erlaubt
ist, weil man vermittelst der Formeln

Al (ku, %) — Al(, k) Al (ku, %)2 = Al(, k)3

1 1
Al (ku, E)l — k Al(, )y Al (ku, E)3 = Al(u, k)

jede der 4 genannten Functionen, wenn der absolute Betrag des Moduls die
Einheit tibersteigt, auf eine andere zuriickfiihren kann, bei welcher derselbe
kleiner als 1 ist.

Es werde nun, unter dieser Voraussetzung,

(1)

f \/1—52\/1 ee f \/52—1\/1 e

gesetzt, wobei, um diesen Integralen eine ganz bestimmte Bedeutung zu geben,

festgestellt werden moge, es solle bei beiden Integrationen fiir y1 —k2&2 der
durch die Reihe

oo 1 4 1.3 6.6
L i

gegebene Werth dieser Wurzelgrofie, und bei der ersten

\/1—£2=1—%€2— Lt 15 g6

2.4 2.4.6

so wie bei der zweiten

1 1 1.3
2 1 e 13 5_ 7_ ...
'3 =¢ 25 2_45 &

2.4.6




genommen werden. Dann erhdlt man, wenn man die Reihe

1\, (1.3\, 1.3---2n =12 ,, ,
1+(_)k+(ﬂ)k+'”+(2.4--- n )k teer mit R,

und die Summe ihrer (1 + 1) ersten Glieder

2 2 (0 — 12
1+(1)k2+(%)k4+---+(1'3 (on 1))k2” mit K

2 2.4 o
bezeichnet,
K =g
2
@) K =K1 (é)—(ﬁ—l)—i(ﬁ—ﬁ)—L(R—R)—---
RV 3.4 V™56 2 ’

und es ergeben sich die folgenden Gleichungen

sn(K) =1 cen(K) =0 dn(K) = K’

3. i
3 sn(K —iK’) = % en(K — iK') = l% dn(K - iK') =0,
in denen

1 1

’ _ 12— 122 _ = 34 _

4. k 1-kc=1 2k > 4k
ist.

Die Herleitung derselben, so wie auch die Entwicklung der Reihen fiir K
und K’, muf8 bei dem hier eingeschlagenen Wege, die Theorie der elliptischen
Functionen zu begriinden, in einer etwas andern als der gewthnlichen Weise
geschehen. Doch gehe ich hierauf nicht ndher ein, sondern verweise auf das
folgende Kapitel, wo man alles, was hier zu bemerken wiére, in den daselbst
anzustellenden allgemeinern Untersuchungen gehorig erortert finden wird.

Die Formeln fiir sn(u + v), cn(u = v), dn(u + v) fithren sodann, wenn man
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v =K, und v = K — iK’ setzt, zu den Relationen

cnu cnu
Sn(u +K) = E Sn(u —K) = —m
—k’ snu kK snu
(5.) cn(u + K) = i cn(u — K) = ina
K K
K = —K =
dn(u + K) inu dn(u ) g
dnu dnu
- 4 — _ ey - _
sn(u + K —iK") - sn(u — K +iK") =~
/s ’:
(6.) cn(u + K —iK') = K con(u - K +iK') = K
kenu kenu
) o
dn(u +K—iK,) = —lk shu dn(u—K+iK’) = ik Snu.
cnu cnu

Und wenn man in diesen letztern Formeln u — K, sowie auch u + K fiir u setzt,
so erhélt man

sn(u + iK’) = ! sn(u —iK’) = !
ksnu ksnu
(7.) cn(u +iK') = “idnu cn(u — iK') = idnu
snu snu
dn(u +iK)= =% g - k)= 22
snu snu
Aus (5, 7) folgt nun
sn(u + K) = —sn(u — K) sn(u +iK’) = sn(u —iK’)
8) cn(u + K) = — en(u — K) cn(u +iK’) = —en(u — iK')
dn(u +K) = dn(u—-K) dn(u + iK’) = — dn(u — iK’)

und hieraus, indem man u# + K und u + iK’ fiir u setzt,
sn(u +2K) = —snu sn(u+2iK')= snu
9. cn(u +2K) = —cnu cn(u + 2iK’) = —cnu

dn(u +2K) = dnu dn(u + 2iK’) = —dnu.
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Diese Gleichungen fiihren endlich zu den folgenden allgemeinern, in denen m,
n beliebige ganze Zahlen bedeuten:

sn(u + 2mK + 2niK’) = (-1)" snu
(10.) en(u + 2mK + 2niK’) = (-1)™* " enu
dn(u + 2mK + 2niK’) = (-1)" dnu.

Man hat ferner, wenn man

d Al(u) mit Al’(u) bezeichnet,
du
(11.) a ill((:)) = Rentud
oder wenn
E =Ssnu,

(12) Alw) _ K&d¢

: Al \h-g -2
Wird daher
. 1 k252d£ _g f% kzézdé =J

' o Vi—2yi-r2 o Jo JEoiyi-ee

gesetzt, mit der Bestimmung, dafi bei jeder dieser Integrationen & und die Wur-
zelgrofien dieselben Werthe durchlaufen sollen, wie bei der entsprechenden,
durch welche man bezieht. K oder K’ findet; so ergiebt sich

AV'(K) _] AV(K - iK') air

(14) Al(K) Al(K —iK')

Aus den Gleichungen (11, 8) aber folgt

Alu+K) Al'(u—K)
Alu+K) —~ Alu-K)’

und daher
Al'(u + K) 3 Al'(u - K) L

Alu+K) Allu-K) ’
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wo C eine von u unabhingige Grofie bedeutet. Indem man # = 0 nimmt, und
bemerkt, da8 Al(u) eine gerade, Al’(u) aber eine ungerade Function von u ist,
findet sich
_AI'(K) AlI'(-K) _AlI'(K) _ 5
 AIK)  Al(-K) T AIK) J

Setzt man nun in der vorhergehenden Gleichung u + K fiir u, so ergiebt sich

Al+2K)  Al'(w)

(15) Alu+2K)  Al(n) 2J
In ganz dhnlicher Weise findet sich
/ _ ! 4
(16) Al'(u+2K - 2iK")  Al'(u) _2f 420,

Al(u + 2K - 2iK’)  Al(u)
Und wenn man in dieser Gleichung u + 2iK” an die Stelle von u setzt, so kommt

Al'(u+2iK') _ Al'(w)
Al(u +2iK")  Al(n)

(17.) 2iJ’,
worauf man dann aus (15, 17) die allgemeinere Relation

Al'(u+2mK + 2niK’)  Al'(u)
Al(u + 2mK + 2niK’) — Al(u)

(18.) —2mJ + 2niJ’

herleiten kann.
Jetzt werde zur Abkiirzung

mK + iK' = w
(19.)

mJ +ni]’ =1

gesetzt. Dann folgt aus der vorstehenden Gleichung
Al(u + 2w) = C. e~ 2™ Al(u),

wo C eine Constante bedeutet. Zur Bestimmung derselben setze man u = —w,
so findet sich
Al(w) = C21® Al(—w) = C2 Al(w),

und daher, wofern nicht Al(w) = 0 ist, C = ¢~21®. Es wird aber, wie aus der
Gleichung

d%log Al

£ osAW ) = —k*sn’u

du?



folgt, Al(w) nur dann = 0, wenn snw = oo ist; was, wie die Formeln (7, 10)
lehren, nur der Fall ist, wenn fiir m eine gerade und fiir n eine ungerade Zahl
angenommen wird. Dann aber ist, wie die Gleichung

d? log Al(u); 1
du? ~ snlu

zeigt, Al(w)1 nicht = 0; und da man, nach (10.), jetzt sn(u + 2w) = snu hat, und
somit aus der vorstehenden Gleichung fiir Al(u + 2w)

Al + 2w)1 = Ce™ 2™ Al(u),

folgt, so findet sich jetzt, wenn man wieder # = —w setzt, C = —e~2%. Demge-
mafs hat man

Al(u + 2w) = +e~210+®) AY(y),

in welcher Gleichung das untere Zeichen gilt, wenn m gerade und gleichzeitig
n ungerade, oder wenn das Product (im + 1)n ungerade ist. Daher

Al(u + 2w) = (—1)MFDM=2n(+w) A1y,

Verbindet man nun mit dieser Gleichung die unter (10.) aufgestellten, so erge-
ben sich fiir die Functionen Al(u), Al(u)1, Al(u),, Al(u)3 folgende Relationen:

Al + 20) = (=1)"Hem2NWFw) A )
20) Al(u + 2w)q = (=1)MHMEEm20(40) AY(y),

Al(n + 2w)y = (=1)"HMem 20+ @) Al (y),

Al(u + 2w)3 = (=1)™e=21+0) Al(y) .

Diese Gleichungen sprechen charakteristische Eigenschaften der Functionen
Al(u) u. s. w. aus, und fithren in einfacher Weise zur Darstellung derselben
durch die Jacobi’schen Reihen. Dabei ist die bekannte unter den Grofien K,
K’, J, ] statt findende Relation von wesentlicher Bedeutung, die man aus den
vorhergehenden Formeln folgendermafien erhalt.

Aus (20.) folgt

Al(u + 2K)3 = e~ #K) A1),
Al(u + 2iK’)5 = e~ 2 @K A1),
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Setzt man in der ersten dieser Gleichungen u + 2iK’, und in der andern u + 2K
fiir u, so kommt

Al(u + 2K + 2iK")3 = ¢~ @+2K'+K) A1y 4 2iK7),
_ 2]+ 2iK’ +K)=2i] (u+iK') Al(s)s

Al + 2K + 2iK’)3 = ¢ 204 2KHEKD) Ay 1 2K)
= 21/ (uH2K+K)=2]@+K) Ay,
Folglich muf3
o~ 4IK'i _ —4K]'i
AKT-TK)i _
d. h. es muf3
KJ' - JK' = p %

sein, wo u eine ganze Zahl bedeutet. Nun aber erhdlt man, wenn man die
Groflen [, J/ in dhnlicher Weise wie K, K’ in Reihen entwickelt

s
]ZETS
— X = 1_@_@ _ o _ & X .
J Slog ¢+ + (3-31) —3_4(0 32) —5_6(J 33)
WO
1\2 1.3\2 1.3.5)\2
~ 112 3 4 .5 6 7 8
3 =2k +1(§)k +5(ﬂ)k +§(2.4.6)k o

3 :lk2+§(1)2k4 2n—3(1-3---<2n—5>)22n_2
mT2h T 4p 2n—-2\2.4---2n—4)
1271—1(1.3---(2n—3))2k2n
2 2n \2.4---(2n-2)

ist; und man hat daher

K’ = % log(%) +

Glieder, welche fiir k = 0 verschwinden.
J =1+ glog(é) +
B i k
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Substituirt man diese Ausdriicke in die vorstehende Gleichung, so findet sich,
dafs u = 1 ist. Mithin hat man

(22) K -JK =3,
aus welcher Gleichung sich, wenn man

w = mK + niK’ n=mJ+niJ’
@’ =m'K +n'iK’ n =w'J+n'i]

setzt, und nun unter m, n, m’, ’ ganz willkiihrliche Groien versteht, die allge-
meinere

(23.) wn’—nw’:(mn’—nm’)gi
ergiebt.
§.12.
Fortsetzung.

Man bezeichne jetzt mit F(u) irgend eine der Functionen Al(u), Al(u),, Al(u),,
Al(u)3, so hat man nach dem Vorhergehenden, wenn m, n zwei beliebige ganze
Zahlen bedeuten, und

mK + iK' = w mJ +ni]’ =n
gesetzt wird,
F(u + 2w) = e—2n(u+a))+mmF(u)’

wo m fiir jede Function durch die Formeln (20.) bestimmt ist. Diese Gleichung
146t sich folgendermafien darstellen:

1 2_mni me _mni
eﬂ(u+2w) e (u+2a))F(u 4 2w) = 20 2w uP(u),

und zeigt dann, daf3

nm?  mmi

2w 2w uF(u)

eine periodische Function von u ist. Nun gilt aber folgender allgemeiner Satz:
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Eine eindeutige periodische Function einer unbeschrinkt verinderlichen
GrofSe u lifit sich, mag nun die Periode, die durch a bezeichnet werde,
reell oder imagindr sein, wenn sie zugleich den Charakter einer ganzen
rationalen Function — in dem oben erklirten Sinne des Worts — besitzt,
stits, und zwar nur auf eine einzige Weise, durch eine fiir jeden Werth von
u convergirende Reihe von der Form

Z{Av esznm}

v

darstellen, wo der Zeiger v, auf den sich das Summenzeichen bezieht,
die Reihe der ganzen Zahlen von —oo bis +oo durchlaufen hat, und die
Coefficienten A, von u unabhingig sind.

Zum Beweise werde die Function, in welche die in Rede stehende durch

die Substitution .

:Ev

tibergeht, mit f(v) bezeichnet, so hat man

f(o+2m) = f(o).

u

Setzt man nun
v ="1+si,

und versteht unter ¢, s reelle Grofden, so hat man nach dem Fourier’schen Satze,
indem f(t + si) eine continuirliche Function von ¢, s ist, welche in Beziehung auf
t die Periode 27 besitzt,

omi. f(t+si)= Y Bye'™,

WO
271

B, F(t +si) eV dt
0

ist. Zugleich weifd man, daf$ sich f(t + si) auf keine andere Weise in dieser Form
darstellen laf3t. Nun ist aber nicht nur f(t + si) eine continuirliche Function von
t, s, sondern auch, nach dem, was hinsichtlich des analytischen Charakters von
f(v) angenommen worden ist,

If (t + i) Of(t+si) If(t+si)
ot und s Tt
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JB,
Mithin miissen auch B,, und —— continuirliche Functionen von s sein, und man

Js
hat daher

d.Bye”s 0 fozn F(t + si) eI gy
Jds ds

27 Qf (t + si) Sbsai
— A A\ —v(t+si)i
j; ( 5 +vf(t+ sz))e dt.

Aber

[T ey [SHED
271

=y F(t +si)e vt gy
0

indem f(t + si) eV fiir t = 0 und t = 27t denselben Werth hat. Daher ist

d.B,e"s
ds
d. h. der Werth von By, e"* ist unabhingig von s, und bleibt, weil B, eine conti-

nuirliche Function dieser GrofSe ist, fiir jeden Werth von s derselbe. Bezeichnet
man ihn durch 2niA,, wo man dann, indem s = 0 genommen wird,

=0,

27 ,
2miA, = f(tye vt dt
0

erhalt, so ist
B, =2miAye” "5,

und es ergiebt sich
f(t + SZ) — ZAV ev(t+si)i
v

fur alle Werthe von ¢, s, oder

f(v) = ZAV Vi



fiir jeden complexen Werth von v, woraus, wenn man 2%” fur o setzt, die

angegebene Reihe fiir die urspriingliche Function sich unmittelbar ergiebt®) .
Uebrigens ist leicht zu zeigen, dafs sich eine Reihe von der betrachteten

Form, wenn sie fiir jeden Werth von u convergirt, immer in eine andere von der

Gestalt
2 (A,

v=0...00
die ebenfalls bestindig convergent ist, umwandeln 1af8t; woraus erhellt, dafy der
bewiesene Satz eben nur dann gilt, wenn die Function, um die es sich handelt,
den Charakter einer ganzen rationalen hat.
Hiernach 143t sich

nu’  mmi "
e2 30 " E(u)

in eine bestdndig convergirende Reihe
Vi

2fave )

v

entwickeln, und es handelt sich jetzt um die Bestimmung der Coefficienten
derselben. Dazu gelangt man auf folgende Weise. Man darf unbeschadet der
Allgemeinheit annehmen, dafs m, n keinen gemeinschaftlichen Factor haben.
Dann kann man zwei andere ganze Zahlen m’, n” dergestalt bestimmen, daf3

mn —nm’ =1

ist, und es gelten, wenn man mit w’, 1, m” die Grolen bezeichnet, in welche w,
n, m iibergehn, indem m’, n” an die Stelle von m, 1 treten, fiir F(u) die beiden

2mui
) Setzt mane 4 = x,so gehoren zu jedem Werthe von x zwar unendlich viele von u, fiir die
aber, da sie sich nur um ein Vielfaches von a unterscheiden, die betrachtete Function denselben
Werth hat. Man kann daher die letztere als eine eindeutige Function von x ansehn, die durch

dp(x)

@(x) bezeichnet werden moge. Dann ist leicht zu zeigen, daf8 nicht nur ¢(x), sondern auch
sich continuirlich mit x &ndert, ohne jemals unendlich grof8 zu werden, sobald man nur fiir
den absoluten Betrag von x irgend eine, wenn auch noch so kleine Grénze festsetzt, oberhalb
welcher er bleiben soll. Dies reicht aber, nach einem von Cauchy gegebenen Theorem hin, um
nachzuweisen, daf$ sich ¢(x) durch eine fiir jeden Werth von x, der nicht Null ist, convergirende

Reihe
Y Ax )

V=—00---400

darstellen l4f3t; woraus der aufgestellte Satz unmittelbar folgt. Ich habe es aber hier vorgezogen,
denselben aus dem Fourier'schen abzuleiten.



Gleichungen

W { F(u + 2w) = e~ 21U+ @M ()

F(u +20') = e—217’(u+a)’)+m’ni1:(u)’

wihrend zugleich die Groflen w, n, ’, " der Formel (23.) des v. §. gemaf3 durch
die Relation

2.) wn —na’ = gi
mit einander verbunden sind. Man kann dabei bemerken, dafs diese Gleichun-
gen bestehen bleiben, wenn

4 / l4
w, —w, T]/ _17/ m, —m

andie Stellevon w, o', n, 1, m, w’

treten, wie man sofort sieht, sobald man nur in der ersten u — 2w fiir u setzt, und
e~ 2N(u=w)+mi auf die andere Seite bringt. Man wird daher aus jeder Gleichung,
welche eine Folge der vorstehenden (1, 2) ist, sofort eine neue ableiten konnen,
indem man in ihr die angegebenen Substitutionen macht.
Es werde jetzt
17/ u2 77”2 i u2

3) 20 2w Ao’ mit  x(u)

bezeichnet, und

(4) RO D) — )

(5) AH TR = )

gesetzt. Dann hat man fiir beliebige Werthe von p, g
X+ pw) — x(u) = ZZf (u + %U)

6) ,

xa+ po’) = x@) = T (u+ B,

woraus weiter

pq
2
pq

X(u+pw + qa)’) - xX(u+pw) =x(u+ qcu’) — x(u) + 7711'

X+ pw+qa’) — x(u+qa’) = x(u + pw) — x(u) + =i, oder

(7))



folgt.
Die Gleichung (4.) la8t sich nun auch so schreiben:

n/uZ o B
f(u) = 2" +x(u—m'w) X(”)P(u),
und man hat daher, indem

n’(u+2w’)2 ~ n/uZ
2w’ T 20

+21n (u+ '),
und nach (7.), wenn p = —m’, g = 2 genommen wird

X —m'w+20") = x(u+20") = x(u—m'w) — x(u) —m'ni
ist, in Folge von (1.)

8) flu+20) = flu).

Ebenso, oder wenn man die vorhin angegebenen Substitutionen macht, wo-
durch sich x(u) in —x(u), f(u) in f’(u) und f’(u) in f(u) verwandelt, erhdlt man

©.) f'(u —2w) = f'(u), oder auch f’'(u + 2w) = f'(u).

Ferner folgt aus (4.), wenn man bemerkt, dafd nach (7.)

/

X —m'w+mao’) = x(u+mao') + x(u—ma’) — x(u) — 5 Tt
ist, und
(10.) maw’ —m'w = @
setzt,
(11 fluy =7 D

mm’

) = 5O

Der Gleichung (9.) gemiafl kann man nun f’(#) durch eine Reihe

L fn
14
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darstellen. Man hat aber nach (6.)

(12) YW+ @+ 2va’) — x(u+ @) = %m(u + @ +va).
Folglich, wenn man

A, =C, e%m(c?ﬁvw’)
setzt,

0 , 0

(13.) f’(u) — C, e)((u+w+2va) )—x(u+w) )

N |
und daher (nach 11.)

mm’ _ . 0 ,

(14.) fay=ez ™Y fc, o2y

In dieser Gleichung werde jetzt u + 2w’ fiir u gesetzt, und zugleich v — 1 fiir v,
was erlaubt ist, weil v — 1 so gut als v jede ganze Zahl reprasentirt, so kommt
mit Berticksichtigung von (8.)

fu) = emTMmZ{CV_l e)((u+c?)+2va)’)}.

1%

In dieser Reihe mufs aber jeder Coefficient mit dem gleichstelligen der vorher-
gehenden {ibereinstimmen, weil sich, wenn dies nicht der Fall wére, aus ihr

0
durch Multiplication mit e™* (u+@) fizy f’(u) eine zweite Reihe von der Form
vTui

2faie )

v

ergeben wiirde, welche es nicht giebt. Daher mufs C, = C,,_1 sein, woraus folgt,
dafs sammtliche Coefficienten C, denselben Werth haben, der durch

mn’ i
2

ge

bezeichnet werden moge. Somit erhilt man, wenn zugleich statt f(u) wieder
F(u) eingefiihrt wird,

nu? , 0 )
(15.) e2—ﬁ)+)((u—m w)P(u) =g. Z{e)((u+a)+2vw )},
v
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oder, da

0 , , 2v+m T , 2v+m

. w w ) — — W) = . — —

(16.) Xu+w+vw')— x(u—mw) > (u mw + > cu)
ist,

nu? vtm mif 2v+m
(17) eZP(u)=g.Z{e—z (= 0+ =3 w)}.

v

Da m eine ganze Zahl ist, so darf man in dieser Reihe (—v — m) statt v
setzen; verbindet man dann die so sich ergebende Gleichung mit der vorste-
henden, so kommt

ﬁ _(V+ﬂ)2ﬂ u m’
(18.) e 2w F(u) :g.Z e 2/ wi cos(2v+m)(Z—7)7z .

Aus diesen Gleichungen (15, 16, 17) erhdlt man nun sofort drei neue, indem
man die oben angegebene Substitution w’ fiir w u. s. w. macht, wobei zugleich
(—v) fiir v geschrieben, und der Werth, den die Constante g alsdann annehmen
mufB, mit ¢’ bezeichnet werde.

’7,”2 ’ 0
19. 2 KFma) gy o N [ +2ve)
19) e =g} fe }
(20.) e%F(u) — g/ . Z{e—zv%.g(u—kmw’_yb;m a))}
v
(21.) e Fu)=g". ZV:{e cos(2v —m )(2w, + E)n}

Man sieht also, dafS die Function F(u), bei dem vorausgesetzten analytischen
Charakter derselben, durch die Gleichungen (1, 2) vollig bestimmt ist, bis auf
eine Constante (g oder g’), welche ebenfalls vermittelst der vorstehenden For-
meln gefunden wird, sobald man fiir irgend einen besondern Werth von u den
von F(u) kennt, vorausgesetzt, daf$ der letztere nicht Null ist. Man kann dabei
bemerken, dafs die Gleichungen (15, 17, 19, 20) auch dann noch eine strenge
Folgerung aus den eben genannten bleiben, wenn auch unter m, m’ nicht mehr
ganze Zahlen verstanden werden.

Da die erhaltenen Reihen fiir jeden Werth von u convergiren, so kann

man schliefSen, dafs %,, wie auch der Modul k beschaffen sein moge, entweder
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eine reelle positive Grofie sein muf3, oder eine imagindre, deren reeller Theil
positiv ist. Umgekehrt sind die Reihen stits wirklich convergent, sobald man fiir
w, @ beliebige Grofen annimmt, welche diese Bedingung erfiillen, abgesehen
davon, ob sie in der oben angegebenen Form durch K und K’ ausgedriickt
werden konnen oder nicht. Stellt man sich nun vor, man bestimme, indem man
mit /1 irgend eine (complexe) Grofle, deren reeller Theil positiv ist, bezeichnet,
bei willkiihrlicher Annahme von w, n (wobei jedoch fiir @ der Werth Null
auszuschlielen ist) @’, n” durch die Gleichungen

) n n ydl

22. —=h, —-—=
(22.) wi o w 2w’

/= ki
7 n_hn+2a),

und definire dann, m, m’, ¢ ebenfalls beliebig annehmend (also auch die Vor-
aussetzung, dal m, m’ ganze Zahlen seien, fallen lassend) eine Function F(u)
durch die Gleichung (15.) oder (17.); so besitzt dieselbe den Charakter einer
ganzen rationalen Function, und es laf3t sich zeigen, dafs sie stits auch die Glei-
chungen (1.) befriedigt, und dafl daher fiir sie auch die Gleichungen (19, 20.)
gelten.

Denn die Gleichung (17.) — und es ist ganz einerlei, ob man von dieser
oder von Nr. (15.) ausgeht, indem jede von ihnen eine unmittelbare Folge der
andern ist — zeigt, dafy man

1](u +2w)? nu?

e 20 Fu+2w)=e2w i

F(u)

hat, was die erste der genannten Gleichungen ist, indem jedes Glied der Reihe
auf der Rechten, wenn man u + 2w fiir u setzt, dieselbe Veranderung erfahrt, als
wenn es mit 2+ = M7 multiplicirt wird. In der Reihe auf der Rechten der
Gleichung (15.) aber darf man v — 1 fiir v setzen, und wenn man dann u + 2’
an die Stelle von u treten 1af3t, so sieht man, daf3

n(u + 20’)?

0 7w +x(u—m’ w+2w’)

Fu +20/) = 20 B “DE(w)
ist, woraus, da man

Xu—m'w+20") - x(u—m'w) = x(u+20") - x(u) —m'ni

2 74,2 "2 ’ "2
nu n'u n(u + 2w’) o N(u+20")
—+ = , —— + x(u+20") = —————
2w x () 2w’ 2w X+ 2a7) 2w’
hat,
1 (u + 20')? ' u?
e 20 F(u+20') = e " M E@)
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folgt, was die zweite der Gleichungen (1) ist. Von denselben sind aber die unter
(18 — 21) angegebenen eine Folge.

Hitte man bei willkiihrlicher Annahme von «’, 1/, m, m’, ¢’ die Grofien
1, @ vermittelst der Formeln (22) bestimmt, und dann F(u) durch die Glei-
chung (19) oder (20) definirt; so wiirde sich eben so ergeben, daf fiir F(u) die
Gleichungen (1) gelten, und somit auch (15, 17, 18).

Betrachten wir jetzt insbesondere die Function, welche durch die Glei-
chung (17) bei der Annahme

20=1, n=0, 20'=hi, n'=mni, m=0, m =0, g=1
definirt wird, welche die einfachste von allen ist, und nach dem Vorschlage
Lejeune Dirichlet’s, weil sie von Jacobi in die Analysis eingefiihrt worden ist,
die Jacobi’sche Function genannt, und dieser Benennung entsprechend durch

Je(u, h)
bezeichnet werden moge; wo man dann
(23.) Je(u, h) = Z{e(_vzhﬂmi)n} = Z{e‘vzhn cos 2vu7z}
v v

hat, und wenn die Grofie /i, die, wie bemerkt, stits eine positive reelle, oder
eine imagindre, deren reeller Theil positiv ist, sein mufi, im Verlaufe einer
Untersuchung denselben Werth beibehdlt, kiirzer auch blof3 Jc(u) schreiben
kann. Die Gleichungen (1) gestalten sich dann folgendermafien

Je(u+1, h) = Je(u, h)
(24.) . — OuhiVei
Je(u + hi,h) = e~ Cuthi)Tiroq, 1.
/
Ferner ist jetzt nach (19), indem x(u) = %uz, ZTZU’ - ,

_’_‘:‘

——uv2
Jetu i =g’ Y e )

wo die Constante ¢’, nach Jacobi, auf folgende Weise ermittelt wird. Es ist,
wenn man sich jetzt unter u eine reelle Grofie denkt,

1 1
f Je(u, h)du = Z f eV cos 2vum . du = 1.
0 — Jo



Daher muf3

1 fl { ——(u+v)2} fl ~Z(u+v)?

—_— = e h du = h du

g Jo Z‘ ZV" 0

v+1 w2 +00 —E 2
= Zf e Eu du :f e hu du
v v —00

sein. Aber

wo, wenn h reell ist, der positive Werth der Wurzel, und, wenn h imaginér,
derjenige, dessen reeller Theil positiv ist, genommen werden muf3. Folglich hat
man

(25.) Vi Je(u, h) = Z{e‘%(””)z}.

1%

Nach der Formel (15.) aber ist

2
(26.) e%uZIC(u h) = Z —(u+vhl)2 Z{e—hn<ﬁ+v) }

Aber 5

—hn 1 1

Y )

Daher

i 1 i 1
(27.) Ic(u,h)=e\m ](:l h) e\/g 'IC(%’E)

n 2

(28.) Je(ui, h) = \/_ Jc (u 1)

In der Reihe (23) bleibt ferner das allgemeine Glied ungedndert, wenn man u + %
tiir u, und zugleich h + i fiir h setzt, © aber eine ganze Zahl bedeutet. Denn
dadurch wird dasselbe nur mit e™V"+D7 = 1 multiplicirt. Folglich hat man

(29.) Je(u, h) = ]c(u + %,h + Ti),



und erhilt aus (27.)

noo
—-u
e h u T
(30.) Jelw ) = = ]c(E +§,h1),
1 ..
wenn hy=—+17i Iist.

In den vorstehenden Formeln (23 — 30) sind die wichtigsten Eigenschaften
der Jacobi’schen Function ausgesprochen. Durch dieselbe lassen sich nun die
obigen Reihen (15, 17, 19, 20) leicht ausdriicken. Man hat namlich

’ 0 2
W' (u+w
x(u+ o+ 2va') = — ( +v)

wi \ 20’
WIT (U + @ 2
—X(u+c?)+2va))=— ( V)/
o'\ 2w
und daher
0 4 + ao) w’
31 —Xwtw+2vw)| _ Y . (u , —)
(31.) ZV:{E } wi Je 20 " wi
- 0 .
0 ’ +w wi
. X(u+w+2vw’)| _ @t ) (u , —) .
(32.) Zvl{e } ' Je 20" T’
Nach (27) aber ist
(1), u a)/ u a)i
W M Y —xw) =
(33.) wi ]C(Za)' a)i) ¢ ]C(Za)" @’ )'
und daher
v+m n_i(u_m/w+zv+mwl) 0 ’ u+C(L)) (U,
s — _ Xx(u+w)-x(u—m'w) -
(6a) Yl ? 7} =e {5 )

’

(35.) Z{e_ 5 -07(”+ma)’+21’;m

Hiernach geben die Gleichungen (15, 17, 19, 20)

a))} — ex(u+mw')_x(u+g))lc(u +w ﬂz) .
20" T’

nu’

(36.) e20 F(u) = geX(uH?))—x(u—m’w) IC(

0 ’
u+w a))
2w " wi

. 0 .
Wi _ U+ w wi
-8 a)"eX(umw)]C( 2a)"a)’)
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0w

(37.) e F(u) = ¢ e Xw+@)+x(u+ma) ]C(

0 .
u+w wz)
20" !

0
’ ,C‘)/ X(u+maw’) (” tw w/)
= — . € c ,— -
8 wi J 2w " wi

Aus der Vergleichung dieser Ausdriicke ergiebt sich noch, indem

I4
YW+ @) — x(u—m'w) — x(u+ma’) = —x(u) - m;n Tt
ist,
_mm’ i [ wi
(38.) g =e 2" — -8

Das Ergebnifs der vorstehenden Untersuchung ist also, dafs sich jede Function,
welche die im Anfange dieses §. angegebenen Eigenschaften besitzt, welche
Werthe auch die Grolen w, ', 1, 1, m, m’” haben mogen, auf die Jacobi’sche
zuriickfithren 1463t.

§.13.

Schluf3 der die elliptischen Functionen betreffenden Entwicklungen.

Die specielle Anwendung der entwickelten Formeln auf die Functionen Al(u)
u. s. w. will ich hier nur kurz andeuten. Zuerst bemerke ich, dafs (im + 1)n +
m und (m’ + 1)n” + m” aus dem Grunde, weil weder m, n noch m’, n’ einen
gemeinschaftlichen Theiler haben, beide ungerade Zahlen sind, und man daher

m+n=m+1 m'n +n =m+1
@) m+m+n=1 mn+m’+n =1 (mod. 2)
) mod.
m+m=n+1 mn+m’ =’ +1
m=m+n+1 mn=m’ +1' +1

hat. Nimmt man daher
m=m+1 m'=m"+1 I=1-m-n
n=zn+l1l w=n+1 U'=1-w' -+,

(2)

wobei man jeder der Zahlen m, n, m’, n’ einen der Werthe 0, 1 beilegen kann,
und dann auch ! sowohl als I’ entweder = 0, oder = 1 erhilt; so geben die
Gleichungen (20) d. §. 11.
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Al(y +20) = ¢ ZNH@)+mmi A1) Al(y +20)') = e~ 27 (ra))+m'm A1)
Al(u + 2w)] = e PO+ A1) Al + 200")p = e 21 W)+ A (),

Al(u + 20)y = e 2NN AJqy Al(y + 2a0')y = e~ 27 @)+’ T A1),
Al(u + 2w)3 = e PN A1) Al + 20 )3 = e 20 )T A1y,

Es ist leicht nachzuweisen, daf$ die Combinationen

m, m’ n, n LV
mit den folgenden

0,1 1, 0 0,0

tibereinstimmen mdiissen, abgesehen von der Aufeinanderfolge. Hiernach ge-
ben die Formeln (15,17, 18, 19, 20, 21, 36, 37) d. v. §. unmittelbar die Ausdriicke
von Al(u), Al(u)1, Al(u)p, Al(u)3, sobald die Constanten g, ¢’ fiir jede einzelne
dieser Functionen bestimmt sind. Dies kann aber unter Andern fiir die 1ste, 3te
und 4te dadurch geschehen, dafs man u = 0 setzt, indem die letztern dann den
Werth 1 erhalten.

Zur Abkiirzung werde

4

/
x(upe’ —qe)—x(u—qa) (L PY_~ 99 “’_) _
(4.) e ]C( i) = ©Wpg
_ " n. (U+pw —qo wi
(5.) e AP o)tk )]C(T’ J) =0 (u)gp

gesetzt, wo p, q beliebige Zahlen bedeuten, und man in Folge von (33.) und (7.)
d.v.§

Wi —y)-Pni
(6) @(u)p’q = J .e X(u) 5 Tt @I(u)q,p
hat. Dann erhélt man aus den Gleichungen (36, 37) nach dem eben Bemerkten
e Om) 1 nw O (1) m
6. e20 Allu) = ——— e20 Ally) = ——
( ) ( ) ®(O)m,m’ ( ) ®I(O)m’,m
e Ou),, nw O (1),
7. e20 Al(u), = d 2o Allu)y = ———
) 2 S0 2 SO
m? O(u); nu O (u)y
(8) e 2w Al(u)3 = ( )l’l e 2w A](u)3 = rl

©(0); )y
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Ferner hat man
nu?

e20 Al(u); = gO(u)1 1

und daher
O(u)1 1

snu = g®(0)m,m’ . Wm’m;

In dieser Gleichung setze man
u=mn-1o" -n -1o,
so erhdlt man aus (42, 43) nach einigen Reductionen

_ j(n=1)(1-m") 8O0)im,m’ ©0), 1/
©0); ’

sn((n -’ — (1" - 1)a))

Aber
(n=1a’ = (' - Do = ((n =’ = (0" = Ym)K + ((n = D’ = (@' = n) K's,
oder mit Berticksichtigung der Gleichung mn’ —nm’ =1,
(-1’ — (1 — Do = (2r — 1)K + 2r'K’s,
wo

©) {2r =M +1-nYm-m+1-n)m’

2V =" +1-n)n —(m+1-n)n’
ist, und aus (40) sich ergiebt, daB r, " ganze Zahlen sind. Daher hat man
sn((n - Do’ - (7' - Do) = sn(-K + 2K + 2'K"i) = (-1)"" .

Damit ist der Werth von g bestimmt, und man erhlt

nu’ _1)1 A0); ®
1 ( )m,m’ ®(O)n,n’
(10.) : o
r]/uZ _ r— / 0 , @/
5 Al = (-1) O, ()11

{=DA=)+1 " O 0y i~ O O’

Die zweite dieser Gleichungen ergiebt sich aus der ersten vermittelst der Rela-
tion (6), wobei zu bemerken ist, dal nach dem Obigen mm’ =0, nn’ =0,1"’ =0
ist.
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Wenn p, g ganze Zahlen sind, so erhélt man nach dem, was im vorherge-
henden §. in Betreff der Ableitung der Formeln (18, 21) aus den unter (17, 20)

aufgestellten bemerkt ist

Ou)yq = Z{ﬂ”?

v

®’(u)p,q — Z{e_(v_%

v

(11.)

Und hieraus

O(u) o =

O(u)o,1 = {( 1)’

(12.)
O(u)1 0 =
Ou)1,1 = Z{(—l)Ve
_Vzwin
®'(u)o,0 = Z{e
O©'(u)1 = Z{(—l)ve
(13)

1%

Nimmt man w = K, o’

(Uﬂ

wi COS2V—

) a::ﬂ cos(2v — 1)—}

' (u); 0 = Z{e‘(”"

@i cos(2V + p) (% - g)n}

zazﬂ cos(2v —q) ( g) 7'(}.

ZZ}

wn U
wi COS2V—
2w

i Cos(2v + 1)—}
2w

—(v+1)2 n umn
2/ wi sin(2v + 1)—},
2w

it umn
@ COS 21/—,
w

_2uin um
@’ COS 21/—,
w

uTt

_(v_1)2m -
© (u) 1 = Z{(—l)ve 2) o sin(2v - 1)5}.

= iK’, so erhilt man die von Jacobi in den Fundamentis

zur Darstellung von snu, cnu, dnu gegebenen Reihen.
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Die in den Formeln (6, 7, 8, 10) vorkommenden Grofsen ©(0)g o u. s. w.
lassen sich bekanntlich durch k, k’, K, K’ ausdriicken; was aber fiir beliebige
Werthe von m, n, m’, n’ einige Erorterungen nothig macht, in die ich hier nicht
eingehn kann.

Hiermit breche ich die auf die elliptischen Functionen sich beziehenden
Entwicklungen ab, die, obwohl die Resultate bekannt sind, hier einen Platz
gefunden haben, weil die dabei befolgte Methode im Wesentlichen dieselbe
ist, welche im Folgenden auch bei den Abel’schen Functionen zur Anwendung
kommen wird.

Ehe ich mich nun aber wieder zu diesen wende, darf ich nicht unerwihnt
lassen, dafs urspriinglich eine Bemerkung Abel’s™) , in der er auf die in (§. 8 -
10) hergeleitete Darstellungsform der elliptischen Transcendenten hinweist, es
gewesen ist, die mich zu einer neuen Behandlung dieser Functionen in der
vorgetragenen Weise veranlafite, und so auf den Weg fiihrte, der mir auch in
die Theorie der hyperelliptischen den Eingang eroffnete.

") S. die Einleitung zu dessen Précis d’'une théorie des fonctions elliptiques, (Euvr. compl.
Tom. I, pag. 234, sowie auch Lettre a Mr. Legendre, ib. Tom. II, pag. 259.
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